Berechenbarkeit und Komplexitatstheorie
Wintersemester 2021/2022
Aufgabenblatt 1
Abgabe: 12. November 2021 um 12 Uhr

Aufgabe 1.1 (2 + 3 Punkte)
Gegeben ist eine Turingmaschine M = (S,%,T,6, 29,0, F') mit Zustandsmenge S =
{20, 21, 29, 2z}, Eingabealphabet ¥ = {0, 1}, Bandalphabet I' = {0, 1,0}, Blanksymbol
O, Startzustand zy, Endzustandsmenge F' = {z.} und Zustandsiiberfithrungsfunktion §
mit:
§(z,w) | 0 1 O

20 (Z(), O, R) (Zo, 1, R) (Zl, O, R)

21 (21,0, L) (Zl,O,L) (ZQ, ].,L)

Z9 (22,0, L) (2’2, 1,L) (ZE,D,R)

a) Geben Sie die Folge der Konfigurationen an, die M bei Eingabe 101 durchléuft.

b) Welche Funktion s : {0,1}* — {0,1}* und welche Funktion f : N — N berechnet
M?

Losung

(Die TM sucht den rechten Rand der Eingabe und hiangt 01 hinter das Wort. Dann geht
sie zurtick an den linken Rand des Worts.)

a) zol01 F 12,01 F 10201 F 101200 F 101020 F 1012501 F 1022101 F 12,0101 F
2910101 F 2,J10101 - 2.10101

b) Die Wortfunktion ist s:{0,1}* — {0, 1}*, w + w - 01. Die Funktion auf den natiir-
lichen Zahlen ist f:N — N, n — 2-(2-n) + 1, was man zusammenfassen kann zu
n + 4n + 1. (Falls man die Eingabe als Zahl zu einer anderen Basis b interpretiert,
dann ergibt sich als Funktion n +— b*-n + 1.)

Aufgabe 1.2 (2 + 3 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass man zu jeder Turingmaschine eine neue Turingmaschine konstruie-
ren kann, die in jedem Schritt den Schreib-Lese-Kopf entweder eine Position nach
links oder eine Position nach rechts bewegt. (D.h. der Kopf darf in keinem Schritt
stehen bleiben — die Kopfbewegungen sind aus {L, R}.)

b) Zeigen Sie, dass man zu jeder Turingmaschine eine neue Turingmaschine konstruie-
ren kann, die keine Felder links der initialen Eingabe benutzt. D. h. das Arbeitsband
ist nur rechtsseitig unendlich; die linke Seite besitzt einen Rand.

(Hinweis: Bei beiden Teilaufgaben reicht jeweils eine Beweisskizze — es sind keine
formalen Beweise gefordert. Uberlegen Sie sich bei der ersten Teilaufgabe, wie Sie das
“Stehenbleiben” mithilfe von zusitzlichen Zustéinden umgehen kénnen. Uberlegen Sie sich
bei der zweiten Teilaufgabe, wie Sie sicherstellen konnen, dass die TM links vom aktuellen
Wort immer ein freies Feld fir weitere Symbole hat.)

Losung
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a) Hier muss aus einer beliebigen TM eine neue TM konstruiert werden, die das “Ste-
henbleiben” der alten TM ersetzt. Die einfachste Variante ist es, dass die neue TM
statt stehen zu bleiben einen Schritt nach links und danach wieder nach rechts geht.
Sie muss sich dann nur merken, in welchem Zustand sie nach der Rechtsbewegung
sein miisste. Etwas formaler: Man ersetzt jeden Ubergang d(z;, w) = (zj,v, N) bei
dem sich der Kopf nicht bewegt durch die beiden Uberginge 6(z;, w) = (;,v, L)
und (2, w) = (25, w, R).

b) Die einfache (wenn auch zeitintensive) Methode ist es, jedes Mal, wenn der Kopf den
linken Rand erreicht, das Wort auf dem Arbeitsband nach rechts zu schieben. Da-
mit stellt man sicher, dass der Bandinhalt nur nach rechts wéchst. Eine andere Idee,
welche die Laufzeit nicht verédndert, ist das Band der einseitig beschrankten TM in
zwei Spuren aufzuteilen. Hierzu erweitert man das Arbeitsalphabet I' zu I'?; jedes

Symbol im neuen Arbeitsalphabet ist ein Tupel (w,v) (bzw. (15)) mit w,v € T

Die ersten Komponenten entsprechen der oberen und die zweiten Komponenten der
unteren Spur. Dann interpretiert man die obere Spur als die rechte und die untere
Spur als die linke Hélfte des beidseitig unbeschrinkten Bandes der urspringlichen
TM. Wenn die urspringliche TM von der linken in die rechte Halfte wechselt (oder
umgekehrt), dann muss die neue TM die entsprechende Spur betrachten. Das kann
man mithilfe der Zustédnde steuern. Zu jedem Zustand z; fithrt man einen weiteren
Zustand z, ein. Die nicht-markierten Zusténde werden dazu genutzt, dass die TM
die obere Spur betrachtet und die markierten Zustiande dazu, dass die TM die un-
tere Spur betrachtet. Je nach Definition der einseitig beschrénkten TM muss man
eventuell das linkeste Feld explizit als Rand markieren.

Aufgabe 1.3 (4 + 1 Punkte)

Als Erweiterung der in der Vorlesung eingefithrten Turingmaschine kann man Zweiband-
Turingmaschinen (ZTM) definieren. Eine ZTM besitzt zwei Arbeitsbander mit jeweils
eigenen Schreib-Lese-Kopfen. Formal ist eine ZTM auch ein 7-Tupel (S, %, T, 6, so, O, F).
Der Unterschied ist, dass die Ubergangsfunktion alle Arbeitsbander betrachtet, also als
58 xTxT—SxTxI x{L,N,R} x {L,N, R} definiert ist.!

a) Konstruieren Sie eine Zweiband-Turingmaschine, welche als Eingabe zwei Zahlen
z,y € N bekommt und ausgibt, ob beide Zahlen gleich sind, ob die erste Zahl
kleiner als die zweite Zahl ist, oder ob sie grofler als die zweite Zahl ist. Formal soll
die ZTM also die folgende Funktion berechnen:

-1, z<y
f:N2_>{_17071}7($7y)’_) 0,1':y
1, x>y

Nehmen Sie ruhig an, dass die beiden Zahlen binédr kodiert sind und durch ein
Trennzeichen getrennt auf dem ersten Arbeitsband als Eingabe stehen.

b) Welchen Vorteil bietet eine ZTM gegeniiber einer TM?

Losung

'Man kann die Definition allgemein auf k& Bénder erweitern.
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a)

Grob kann man die Arbeitsweise der TM wie folgt beschreiben: Die TM sucht auf
dem ersten Band das Trennzeichen bzw. die zweite Zahl. Diese Zahl tibertragt sie
dann Ziffer fiir Ziffer auf das zweite Band. Dann geht sie auf dem ersten Band wieder
nach links, bis zur letzten Ziffer der ersten Zahl (und léscht dabei die Ziffern der
zweiten Zahl und das Trennzeichen auf dem ersten Band.) Jetzt stehen beide Képfe
iiber den letzten Ziffern beider Zahlen. Nun kann die TM auf beiden Bandern die
Kopfe Schritt fiir Schritt nach links bewegen, bis unter einem der Kopfe ein Blank-
Symbol gelesen wird. Wird unter dem anderen Kopf kein Blank gelesen, dann ist die
zugehorige Zahl langer und somit grofler. Falls unter dem anderen Kopf jedoch auch
ein Blank gelesen wird, sind beide Zahlen gleich lang und miissen genauer betrachtet
werden. Hierzu wandert die Maschine von links nach rechts, Ziffer fir Ziffer, tiber
die beiden Zahlen, bis sie eine Stelle findet, in der sich die Ziffern unterscheiden. Die
Zahl, bei der die grofiere Ziffer gelesen wird (bei bindrer Kodierung also die 1), ist
dann die grofere Zahl. Falls die TM am Ende beider Zahlen ankommt und keine
unterschiedlichen Ziffern findet, waren beide Zahlen gleichgrof3. Die TM muss dann
entsprechend die Bander bereinigen und —1, 0 oder 1 auf das erste Band schreiben.

Die Ubergangsfunktion § ist (etwas) genauer in der Tabelle auf der nachfolgenden
Seite angegeben. Startzustand ist zs, Finalzustande sind {z_1, 29, 21 }. Die anderen
Parameter (Blanksymbol, Zustandsmenge, Alphabete) ergeben sich aus der Tabelle.
Der Inhalt beider Bander ist als Tupel angegeben; die Tupel, die das Trennsymbol
(#) als zweite Komponente beinhalten, stehen nicht in der Tabelle. Da die Eingabe
auf dem ersten Band steht und die TM selbst das Trennsymbol nicht auf das zweite
Band schreibt, muss keine dieser Kombinationen betrachtet werden. Weiter sind in
der Tabelle einige Ubergéinge mit “~” markiert, da diese ebenfalls nicht vorkommen
konnen. An dieser Stelle kénnte man auch Ubergéinge einfiihren, die die TM in
einen Zustand tiberfiihren, der anzeigt, dass die Eingabe nicht giiltig war. An einigen
Stellen steht als Funktionswert nur “z’ ;” (bzw. “2{”) — hier wollte ich mir die Arbeit
sparen, zu iiberlegen, in welche Richtung die Kopfe sinnvollerweise gehen und wie
sie die Symbole lo6schen. (Die Arbeitsweise der TM in diesen beiden Zusténde ist in
der Tabelle selbst auch nur grob beschrieben.)

Die von mit angegebene TM ist nur eine von vielen. Es gibt mit Sicherheit noch
effizientere Mdoglichkeiten, die Zahlen auf Gleichheit zu tiberpriifen.

Der Vorteil einer Mehrband-TM ist, dass man auf den verschiedenen Béndern Ar-
beitsschritte gleichzeitig machen kann. In der vorigen Aufgabe bspw. konnte man so
in einem Schritt zwei Symbole vergleichen. Auf einer tiblichen TM miisste man dazu
das Zeichen lesen, sich das Zeichen merken und dann dass andere Zeichen suchen.
Damit hat man einen (linearen) Mehraufwand. (Allerdings kann eine Mehrband-TM
nicht mehr berechnen als eine Einband-TM; man kann jede Mehrband-TM durch
eine Einband-TM simulieren.)
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