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0.1 Netzwerke

Netzwerke: Graphen + Zusatzinformationen G=(V,E)

Beispiel Kantenlabel C: E — R = kiirzeste (billigste) Flussprobleme —Transportnetzwerk

1. Gerichteter Graph G=(V,E)

Abbildung 1: Gerichteter Graph

2. Kapazitit auf den Kanten u: E — R v — w
u(e)
u(e): Wieviele Einheiten pro Zeiteinheit kann e transportieren
Einheiten Kg, Anzahl
Zeiteinheit 1 Sec. ....

Fluss iiber die Kante e: f(e)
Kapazitat
(f-E—R{),0< fle) < ule) (Kapazititsbedingung)
3. Massenbalance an einem Knoten v

Summe der eingehenden Fliisse = Summe der ausgehenden Fliisse



Abbildung 2: Massenbalance
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Bemerkung Falls Massenbalance fiir jeden Knoten erfiillt: — Zirkulation
Abbildung 3: Beispiel

f(e)lu(e)

O———0

Beispiel

1. Ve € E: f(e) = 0 ist mogliche Zirkulation, Massenbalance trivial erfillt

v

0.2 Maximale Fliisse (Maxflow)

Es gibt 2 Knoten s,t € V, die Massenvalance verletzen.
s: Quelle (source)
t: Zeil (drain), s # ¢



Abbildung 4: Maxflow

Definiere e : V — R
e(v)= > flo,w)= 3 flu,v)

(v,w)EE (u,v)
> 0 Einspeiseknoten
Excess e(v) ¢ =0 Transportknoten

< 0 Entnahmeknoten
Massenbalance erfiillt < e(v) =0

Abbildung 5: Excess

e(v)>0 e(v)<0

aulen e(v)=0

+e(v)

Zirkilation Vo € V' : e(v) =0

Verallgemeinte Massenbalance > e(v) =0
veV



Abbildung 6: MaxFlow
—>0O0—>

Finde Flussfunktion f: E — R{
1. Ve € E: 0 < f(z) < u(z) Kapazititsbedingung

2. 3" e(v) = 0 Massenbalance
veV

3. YoeV\{s,t}:e(w)=0

4. e(s) = —e(t) maximal
Abbildung 7: Beispiel

flow

Beispiel Maxflow — Zirkulation



Abbildung 8: Zirkulation

e(v)=0 fiir alle v € V, u(z) = o0
Suche Zirkulation f: E — Ry, die f(x) maximiert
19. April 2010

Aufgabe: Finde Fluss. der die Supply, Demand, Kapaziziz erfiillt — Feasible
Flow, mit minimalen Gesamtkosten

1 Kiirzeste (billigste) Wege

Eingabe: G=(V,E) gerichteter Graph, Netzwerk ¢ : E — RKanten Kosten
(Funktion)

Abbildung 9: Beispiel

Beispiel



Kosten eines Pfades c¢((v,w) — c(v,w)
Sei P = vg,v1,...,v; ein Pvad von v nach w (d.h. vo = v,v; = w, (v;,vi11) €
Efiiri=0,...,01—1)

-1
Kosten ¢(P) = Y (v;,vi+1) Summe der Knatenkosten
0

Definiere dist(v,w) = inf {C(P)|P ist Pfad von v nach w}
inf: Infinum: {+o00, —00}

+00: Wenn kein Pfad existiert
—oo: Wenn Pfade beliebig klenen Kosten existierten — neg. Zyklen

Im Beispiel dist(1,2) = —1

dist(1,3) = 2

dist(4,1) = +o0 (kein Pfad)

dist(3,7) = —oo (Pfad 3,4,5,6(4,5,6)%,7, i > 0) hat Kosten —1—i+1 = —

Spezialfall Kiirzeste Wege von einem festen Knoten s aus — (single source
shortest paths)

Eingabe G = (V,E),c: E—R,s€eV
Ausgabe dist(s,v)fir allev € V

Beobachtung Die dist-Funktion (DIST[v] = dist(s,v)) erfiillt die Drei-

ecksungleichung (A)
Sei (v,w) € E gel. Kante, dann filt:
dist(s,w) < dist(s,v) + c(v,w)

Abbildung 10: Beispiel
\

c(v,w)

s w
dist(s,w)
P kiirzester Pfad von s nach w
P’ kiirzester Pfad von s nach v
Annahme dist(s,v) + c(u,v) < dist(s,w)

Pfad P’ +(u,w) wire billiger als P: Widerspruch

Beobachtung = Algorithmus
Verwende Feld DIST|[v] fiir temporére dist(s,v) Werte. Am Schluss: DIST[v] =

dist(s,v)



1.1 Grundalgorithmus
forall v € V do DIST[v] <- +00 od;

DIST[s] <- 0;
while 3 Kante (u,v) mit DIST[v] > DIST[ul+c(u,v); //A-Ungl. verletzt!
do

wihle eine solche Kante (u,v);
DIST[v] <- DIST[ul+c(u,v);

od

Beweise durch Induktion Beweis durch Induktion iiber Schleife, dass Falls
DIST|v| < oo, dann existiert Pfad von s nach v mit Kosten DIST|[v|
Grundalgorithmus kann exponentielle Laufzeit haben (Ubung).

Verbesserung

1. Speichere alle Knoten, aus denen Kanten ausgehen kénnen, die Dreiecks-
ungleichung verletzen in einer Menge U.

2. Wihle u € U und teste alle ausgehenden Kanten auf Verletzung der Drei-
ecksungleichung.

3. Immer wenn DIST[v| vermindert wird, dann nimm v in U auf.

4. Am Anfang U = {s}

1.2 Verfeinerter Algorithmus
forall v € V do DIST[v] <- oo od;
DIST[s] <- 0;

U <- {s};
while U # () do

wihle beliebigen Knoten u € U; //Zeile 5
U <- U\{u};
forall v € V mit (u,v) € E do

d <- DIST[u] + c(u,v);
if DIST[v] > d then

DIST[v] <- d;
U <- UU{v}

fi
od
od



Eigenschaften

1. Es gilt stets: DIST[v] > dist(s,v) (da DIST-Werte immer Kosten eines
existierenden Pfades oder = oo sind.

2. Am Ende DIST[v] = dist(s,v)

Lemma Falls G keinen negativen Kreis enthélt, gilt:

1. Fallsv ¢ U, dann gilt fiir alle ausgehenden Kanten (v,w); DIST[v] + ¢(v,w) > DIST[w]

A-Ungl.y

2. Sei s = wp,...,vx = v ein billigster Pfad von s nach v. Falls DIST[v] >
dist(s,v), dann gibt es ein v;, 0 <i < k — 1 mit

(a) DIST[v;] = dist(s,v;)
(b) v, €U
3. Es existiert immer u € U mit DIST[u] = dist(s,u) — Perfekte Wahl.

4. Wenn in Zeile 5 stets eine perfekte Wahl ausgefiithrt wird (nach Teil 3.),
dann wird die while-Schleife fiir jeden Knoten u hochstens einmal ausge-
fiihrt.

26. April 2010
Beweis — Ubung

Beweis vom Teil 2. sei P billigster Pfad, von s nach v und DIST[v]| < dist(s,v)

Abbildung 11:

VO V1 Vk-1 Vk

O——0O0——™0—>0—>0—0
® ©

Dann gilt: fiireini, 0<i<k-—1

1. v; eU

2. DIST[v;] = dist(s;,v;)
Daraus folgen Teile 3. und 4.

3. zu jedem Zeitpunkt existiert ein w € U mit DIST[u|=dist(s,u) (perfekte
Wabhl)

Beweis



Betrachte u € U

Fall 1 DIST-Wert korrekt /

Teil 2
=

Fall 2 Sei P billigster Pfad von s nach v " Ju € U auf P mit korrek-

tem DIST-Wert

4. Wenn in Zeile 5 stets eine perfekte Wahl getroffen, dann wird die while-
Schleife fiir jeden Knoten u hochstens einmal ausgefiihrt.

Beweis Knoten wird nur dann nach U aufgenommen, wenn sein DIST-
Wert vermindert wird.

1.3 Varianten des Algorithmus fiir verschiedene Problem-
Typen

1.3.1 Keine negativen Zyklen

1. Azyklische Netzwerke — topologische Sortierung.

Zeile 5 wihle u € U mit kleinster topologischen Nummer.

Behauptung Es gilt DIST|[u]=dist(s,u)

Abbildung 12:

VO Al Vk-1 Vk

O——0——0——0——0——0
o ®

Beweis (indirekt)

Annahme DIST[u]>dist(s,u)

Lemma Teil 2. = Auf billigstem Pfad von s nach u existiert ein v € Umit
DIST[v]=dist(s,v)

Dav —5u gilt topnum(v) < topnum(u) und u € U: Widerspruch zur Wahl
von u.

Implementierung mit Laufzeit O(n+m) 1. Algorithmus

1. Topologische Sortierung — topnumv] € {1,...,n}, so dass fiir alle (u,v) €
E: topnumlv] < topnum|w] Zeit: O(n + m)
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