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MERGESORT (Wiederholung)

1. MERGESORT(¢, 1)

2.if 1 >=rthenreturn; //\erankerung: Feld der Lange <= 1 (nichts zu tun)
3.m«« [(L+71)/2]

4. MERGESORT(¢, m);

5. MERGESORT(m + 1, 1);

6. MERGE({, m, 1);

Die eigentliche Arbeit steckt in der Prozedur MERGE. Sie ‘mischt’ die beiden
sortierten Teilfelder A, m] und A[m + 1, 1] zu einem sortieren Feld A[{, r].
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Sortieren durch Mischen

: Ein Beispiel

afjnjelxlalmlpl]!
Aufteilen: rw
ajnje]x alm
aln e|x alm
a n X a m
Mischen:
ajn elx ajpgm
ajefnijx
ale
ajajelel!l|mln]p




Die Arbeitsweise von MERGE | [hier Skizze einfligen]

Ubungsaufgabe: Ausformulierung des Algorithmus im PseudoCode.



Laufzeitabschatzung

Es sei T(n) eine obere Schranke fur die Laufzeit von MERGESORT auf Feldern
der GroBe n. Auf Feldern der Gro3e 1 braucht der Algorithmus offenbar kon-

stante Zeit, d.h., T(1) = c.
Wenn wir annehmen, dass MERGE Laufzeit O(n) hat, dann gilt flr n > 1

Tn) <c-n+T(|n/2|)+ T([n/2]) flr eine geeignete Konstante ¢ > 1.
Sind wir nur am asymptotischen Wachstum von T interessiert, konnen wir ¢ = 1
und ¢y = 1 annehmen. Auf3erdem kdnnen wir [n/2| und [n/2] jeweils durch
n/2 ersetzen - warum ?

Wie |0st man aber eine Rekursionsgleichung der Form

Tm)<c-n+2-Tn/2)



Analyse von Rekursionen

Ziel: Uberfiihren in eine geschlossene, nichtrekursive Form

Substitutionsmethode:
Anhand der Rekursionsgleichung wird eine Losung geraten und durch Induktion
bestatigt (konstruktive Induktion).

lterationsmethode:
Wird die Funktion auf der rechten Seite bis zur Verankerung iteriert, d.h. immer
wieder durch die Rekursionsgleichung ersetzt.



Rekursive Algorithmen

Divide and Conquer: Teile und herrsche

Viele Algorithmen zerlegen das zu I6sende Problem einer Gro3e in 2 oder meh-
rere Teilprobleme mit einer geringeren Grof3e.

Die Teilprobleme werden (rekursiv) berechnet und die Losung aus den Ergeb-
nissen zusammengesetzt. Die Laufzeit flr eine Eingabe der Lange n setzt sich
also zusammen aus der Laufzeit fir die kleineren Eingaben plus der Laufzeit die
benotigt, wird die Eingabe zu zerlegen und die LOsung zusammenzufugen.



DIVIDE AND CONQUER(x)

if x| < c then
// Verankerung
berechne Losung L fir x direkt
else
// Teile
zerlege x in zwei (gleichgrof3e) Teile x; und x,
// Herrsche
L; = DIVIDE_.AND_CONQUER(x1)
[, = DIVIDE_AND_CONQUER(x»)
// Zusammenflgen
berechne Losung L fUr x aus Teilosungen L; und L,
fi

Beispiel: MERGESORT



Analyse Divide and Conquer | (MERGESORT)

Sei der Aufwand fir Teilen und Zusammenfligen
c - n flr eine Konstante ¢ > 0 (d.h. O(n)).

Dann gilt fir die Gesamtlaufzeit fir ein Problem der Gréf3e n
Tn) <2-T(n/2)+c-n

Wir verwenden die Subsitutionmethode.
Behauptung: 9 Konstante ¢; > 0mit T(n) < c¢j;-nlogn d.h. T(n) = O(nlogn)
Beweis durch Substitution (Induktion)

Tm) < 2-T(n/2)+c-n
< 2-¢1-n/2-log(n/2) +c-n Induktionsannahme
= ¢1-n-(logn—1)+c-n
= ¢-nlogn—ci-n+c-n
= ¢;-nlogn+(c—cqy)-n
< c¢y-nlogn flr ¢ >c

Die Behauptung gilt also far alle ¢; > c.



lterationsmethode

Beispiel: T(n) = n + 3T(n/4)

lteriertes Einsetzen und Ersetzen der Summe ergibt:

Tm) = n+3fn/4) =n+3(n/4 +3f(n/16))
= n+3N/4+9M/16+3f(n/64)) <n+3n/4+9M/16 + ...

< - i(smﬁ

1>0

Geometrische Reihe
> 1

in:1 fur x < 1
i>0 - X
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Flr x = 3/4 folgt

Tn)<n ]

<n- —4n = O(n)
1—3/4

Die Verankerung T(1) = c wirkt sich nur auf die in der O-Notation verborgenen
Konstanten aus.



Hauptsatz der Laufzeitfunktionen | (Master Theorem)

Allgemeine Form rekursiver Laufzeitfunktionen
Tn) =a- T(%) +f(n)

Hierbei sind a > 1 und b > 1 Konstanten und f(n) bezeichnet eine von T(n)
unabhangige und nicht negative Funktion.

Interpretation:

a: Anzahl der Unterprobleme in der Rekursion
n/b: GréBe der Unterprobleme

f(n): Kosten von Teilen und Zusammenfligen

Im Beispiel fur die lterationsmethode (T(n) =n + 3T(n/4))
a=3,b=4undf(n) =n.
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Datentypen

Alle gangigen Programmiersprachen bieten Typen wie “ganze Zahlen”, “reelle
Zahlen”, “boolean” an.

Auf diesen Typen gibt es Operationen wie “Addition”, “logisches UND”,
Auf der Mathematik- bzw. Algorithmik-Ebene werden wir uns (meist) im Folgen-
den der Ublichen mathematischen Notation bedienen und schreiben x : Z, wenn

wir ausdricken wollen, dass die Variable x ganze Zahlen enthalten kann.

Dabei / dadurch abstrahieren wir (meist) von Uberlaufproblemen etc.

12



Elementare Datenstrukturen

bauen auf (nicht notwendigerweise elementaren) Datentypen auf, z.B. kann ein
Feld (engl.: Array) A von 20 reellen Zahlen durch A : R[1..20] eingeftihrt (dekla-
riert) werden (womit auch der Indexbereich Klar ist).

Als einzige Operation gestattet ein Feld den Zugriff (lesend und schreibend) auf
einzelne Elemente durch Indizierung.

Beispiel: A[8] greift auf das achte Element von A zu.

Vereinfachend gestatten wir auch den Zugriff auf ganze Bereiche des Feldes,
z.B. durch A[3..5].

In unserer Vorstellung liegen die Elemente eines Feldes nacheinander im Spei-
cher des Rechners.

Man beachte die Ahnlichkeit mit dem “Speichermodell” einer RAM.
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Einfache Datenstrukturen

Keller (Stack)

Schlangen (Queue)

Listen
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Ein statischer Keller wird beschrieben durch:
Maximalgrofi3e n;

Datentyp D der Kellerelemente (hier meistens Integers)
Feld A[1..n]

Index des obersten Kellerelements: top € {0,..., m}
Hierbei top = 0 gdw. Keller ist leer.

Kellerspeicher arbeiten nach dem LIFO-Prinzip: Last-In / First-Out.
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Keller-Operationen

S.clear() | top « O;

S.empty() | return (top = 0);

S.push(x) | top « x + 1; Altop] « x;

S.pop() x  Altop];top « top — 1; return x
S.top() return Altop];

Achtung: Uberlauf / Unterlauf (Overflow / Underflow) bislang unbeachtet.
Dafir konnte man (Test-)Operationen bzw. Exceptions einfihren.

Bemerkungen:

(1) Alle Operationen brauchen Zeit O(1)

(2) top zeigt immer auf das oberste Kellerelement, sofern vorhanden. (3) Dyna-
mische Keller spater ~» Listen.
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Keller-Operationen|und ihre Eigenschaften

1. Nach S.clear() ist S.empty() stets wahr.

2. Tritt kein Uberlauf auf, so gilt: S.top(S.push(x)) = x.

3. x « S.top() is aquivalent zu: x «+ S.pop(); S.push(x).

4. Ist der Keller nicht leer, so gilt: S.push(S.pop()) verandert den Keller nicht.

Beobachte: Auf die “Implementierung” des Kellers als Feld wird hier nicht mehr
Bezug genommen. ~» Altenativer (abstrakterer, mathematischerer) Ansatz Gber
abstrakte Datentypen / Algebren
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Ein (statische) Schlange oder Queue wird beschrieben durch:
Maximalgrofi3e n;

Datentyp D der Queue-Elemente (hier meistens Integers)

Feld A[1.n + 1]

Index des erstenund letzten Schlangen-Elements: first und last

Achtung:
Das Feld A muss zyklisch betrachtet werden ~» Ubung.

Schlangen arbeiten nach dem FIFO-Prinzip: First-In / First-Out.
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Schlangen-Operationen

S.clear()
S.empty()
S.append(x)

S.pop()
S.top()

19



