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Quicksort: Die rekursive Funktion

1. QUICKSORT (¢, r)
2. // sortiert das Teilfeld A[{..r] aufsteigend
3.if £ > r then
4. /[ Verankerung (nichts zu tun)
5. return;
6. fi

7. k < PARTITION({, 1);
8. QUICKSORT({, k — 1)
9. QUICKSORT(k + 1, 71);
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PARTITION((, 1)
1. x « A[L;

4. repeat

5. whilei<rAA[li] <xdoi+ +;od

6. whilej>{+1AA[j]>xdoj——;od
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if i <jthen
Ali] «— Aljl;
9. 1+ +;
10. ) ——,
11.  fi;

12. until 1 > j;
13. All] «— Aljl;
14. return j;



Analyse: Der schlimmste Fall

Die Kosten eines Aufrufs von QUICKOSRT (¢, r) sind:
1) die unmittelbaren Aufteilungskosten: O(r — £ 4+ 1) Vergleiche,
2) die Kosten der rekursiven Aufrufe.

Sei QS(n) die max. Zahl von Vergleichen, die Quicksort auf einem Feld der
Lange n durchfdhrt. Dann gilt:

QS(0) =QS(1)=0und furn > 1

QS(n) = n + max]<j<n(QS( — 1) + QS(n —j))

Mit Induktion sieht man leicht QS(n) < ¥ ji=J-n-(n+1)=On?).

Hinweis: Bei der Eingabe 1,2, 3,..., n fihrt Quicksort ©(n?) Vergleiche durch.
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Quicksort —in verschiedenen Fallen
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(k) (c)

(a) Der Idealfall, (b) ein mittlerer Fall, (c) der schlechteste Fall



Quicksort —Der mittlere Fall

Wir machen jetzt ein paar weitere Annahmen Uber A[l1..n]:

1. Alle Elemente sind paarweise verschieden.
2. Jeder der n! vielen moglichen Permutationen ist gleichwahrscheinlich.

Lemma: Die rekursiv zu I0senden Teilprobleme der Gro3e k—1 und n—k erfullen
wiederum die beiden Annahmen.

(ohne Beweis: lastiges Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten.)

O.E. im Folgenden: zu sortierende Zahlen aus {1,...,n}.



Quicksort —Der mittlere Fall

QS(n): mittlere Anzahl Vergleiche, die Quicksort bei einem Feld der GréBe n
durchfuhrt.

QS(n) ist Erwartungswert der Zufallsvariablen # Vergleiche

Es qilt:

QS(n) =n+ 151 (@S(k—1)+QS(n— k) =n+2 ¥ 1 QS(k)
Multiplizieren mit n und Ersetzen von n durch (n + 1) ergibt

n-QS(n) =n?+2Y M1 QS(k) bzw.

M+1)-QSn+1)=Mm+1)2+257_,QS(k).



Betrachte die Differenz

M+1)-QSm+1)—n-QS(n) =2n+1+2QS(n)

QS +1) <2+ M2QS(n) <2+ B2+ nH (24 N

QS(n+1) < (n+2)(ni2 + nL +2...)=0(nlogn)
Hn =) 11 % heif3t die n-te Harmonische Zahl

Es gilt: Hn <Inn+ 1= O(logn).

n_‘]ooo



AbschlieBende Folgerungen

Wir sollten versuchen, den schlimmsten Fall zu vermeiden.

Median of Three
Wabhle als Pivot-Element das mittlere von 3 ausgewahlten Elementen aus AL, 7]
z.B.von AU{],A[(L+71)/2], und Alr]

Randomized Quicksort
Wabhle ein zufalliges Pivot-Element aus A[{, r] statt immer das erste.
Flge dazu am Anfang von PARTITION(Y, r) ein:

k < random({, r);
All] «— AlK];



Diskussion der Sortierverfahren

Wir haben bis jetzt zwei Verfahren kennengelernt, die eine Laufzeit von O(n -
log(n)) versprechen: Mergesort (ganz zu Anfang) und Heapsort.

Alle tbrigen Verfahren (Sortieren durch EinflUgen oder Auswahl, Bubblesort bzw.
Quicksort) haben Laufzeit ©(n?) im schlimmsten Fall, wobei Quicksort heraus-
sticht, da es im mittleren Fall selbst die oben genannten Verfahren schlagt.

Ist mit O(nlog(n)) das “Ende der Fahnenstange” erreicht ?

Sicher missen sich Sortierverfahren alle vorliegenden Daten anschauen durfen,
was sofort eine triviale untere Schranke von Q(n) liefert.

Waren aber Sortierverfahren denkbar, die z.B. in O(nlog(log(n))) laufen ?
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Was heiBt eigentlich “Sortieren” ?

Ausgangslage: Folge A von paarweise verschiedenen “Gegenstanden” von ei-
nem (abstrakten) Datentyp D, d.h.: A : D[1..n].

D soll uns Vergleichsoperatoren <, < und = zur Verfigung stellen, mit dessen
Hilfe wir Vergleiche der Art Ali] < A[j] in ©(1) Zeit durchfihren kdnnen.

Auf der dem Datentyp zugrundeliegenden Menge soll < eine lineare Ordnung
(manchmal auch totale Ordnung genannt) darstellen, d.h. insbesondere, dass
stets x <y odery < x fur zwei beliebige Elemente qilt.

Ziel: Finde Permutation 7t : {1,...,n} — {1,...,n}, sodass

Alr(1)] < Aln(2)] < --- < Alt(n)].

Frage: Wie viele Vergleiche muss ein Sortierverfahren S mindestens im schlimm-
sten Falle durchfihren, wenn der Ablauf von S fur festes n nur von den Ergeb-
nissen der durchgefuhrten Vergleiche abhangen darf ?
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Exkurs: nochmal Binarbaume

Wir hatten bereits gesehen:
Lemma: Die minimale Hohe eines Binarbaumes mit m Knoten ist

h = [logy(m+1)] —1.

Leicht per Induktion einzusehen ist:
Lemma: Ein Binarbaum mit b Blattern hat mindestens 2b — 1 Knoten insgesamt.

Daraus ergibt sich:
Folgerung: Die minimale HOhe eines Binarbaumes mit b Blattern ist h = [log,(b)].
Beweis: b Blatter ~» mindestens 2b — 1 Knoten; um eine kleinstmogliche Hohe zu erzielen, wird
diese Anzahl auch angenommen, wodurch fur die kleinstmdgliche HOhe h folgt:
h = [log,(2b)] — 1 = [log,(b)].
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Untere Schranke —ein Beweis

Vergleichsabhangiger Algorithmenverlauf und Notwendigkeit, n! viele Anordnun-
gen herstellen zu mussen, liefert binaren Entscheidungsbaum mit n! vielen
Blattern flr jeden Sortieralgorithmus.

Die Anzahl der schlimmstenfalls notwendigen Vergleiche entspricht der Lange
eines Pfades von der Wurzel zu irgendeinem Blatt, also der Hohe h,, des Ent-
scheidungsbaumes.

Mit dem folgenden (leicht zu zeigenden) Lemma folgt die behauptete untere
Schranke mit obiger Folgerung sofort, denn:

hn = Q(logn!) = Q(nlogn)

Lemma: n! > (n/2)"™2. Genaueres wiirde die Stirlingsche Formel liefern.
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