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AVL-Baume |: Balance

Jedem Knoten kdnnen wir als Balancewert die Differenz der Hohen des rechten
und linken Teilbaumes zugeordnet.

d(v) = hohe(Tr(v)) — hohe(Ty(v))

Ein binarer Suchbaum T hei3t AVL-Baum, wenn flr alle Knoten v gilt:

d(v) e {—1,0,+1}






AVL-Baume: Rebalancierung nach Einfagen
Nach dem Einflgen eines neuen Blattes v, wird der Suchpfad von v aus rtck-
warts durchlaufen, um nach Knoten zu schauen, die aus der Balance geraten

sind.

Wird solch ein Knoten x mit einem Balancewert von 2 oder (—2) gefunden, so
muss rebalanciert werden.

Dies geschieht durch Rotationen bzw. Doppelrotationen.

Wir orientieren uns hier an der Darstellung aus dem Buch “Datenstrukturen und
Algorithmen” von Ralf Hartmut Giting.



AVL-Baume: Einflgen

Wir behandelnt hier den Fall a, dass 6(x) = +2 d.h. der rechte Teilbaum von x
ist zu tief geworden (der Fall -2 ist symmetrisch).
Sei y das rechte Kind von x.

Wir unterscheiden 2 Unterfalle a1 und a2 und werden sehen, dass nach ei-
nem INSERT eine einzige Rotation bzw. Doppelrotation ausreicht, um den AVL-
Baumm zu rebalancieren.



Fall a1 |Der rechte Teilbaum von y ist zu groR3 (dort Einfligestelle).
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Abbildung 4.9: Anschlielend Zustand ok, Hohe um 1 vermindert



Fall a2 | Der linke Teilbaum von y ist zu groB3 (dort Einfligestelle).
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Abbildung 4.10: AnschlieBend Zustand nicht ok, Rotation reicht nicht

In einem solchen Fall kann eine Operation wie oben die Balance offensichtlich nicht wie-
derherstellen. Wir sehen uns Teilbaum B im Fall (a2) genauer an:



Fall a2.1 | Der linke Teilbaum von vy ist zu groB (dort Einfligestelle).
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Abbildung 4.11: AnschlieBend Zustand ok, H6he unveriindert -



Fall a2.2 | Der linke Teiloaum von vy ist zu groB (dort Einfligestelle).
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AVL-Baume: Loschen

Wir betrachten jetzt den Fall, dass ein Knoten wegen einer DELETE - Operation
aus der Balance geraten ist.

Sei also 6(x) = +2, weil der linke Unterbaum durch ein DELETE nun zu flach
geworden ist (der Fall 6(x) = —2 ist wieder symmetrisch).

Sei wieder y das rechte Kind von x. Wir unterscheiden drei Falle

b1 der rechte Unterbaum von vy ist tiefer als der linke

b2 die beiden Unterbaume von y sind gleich tief

b3 der linke Unterbaum von vy ist tiefer als der rechte

der letzte Fall (b3) muss in 3 weiteren Unterfallen genauer untersucht werden.
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Fall b1 | Der rechte Teilbaum von vy ist tiefer.
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Abbildung 4.14: AnschlieBend Zustand ok, Héhe um 1 vermindert
T D CONTINUE
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Fall b2 | Die Unterbdume von y sind gleich tief.

Fall |59

S W /

........ ! .

Abbildung 4.15: AnxchImBend Zuxmnd ok, Hohe unverindert
e ——e—

12



Fall b3.1 | Der linke Teilbaum ist tiefer und.
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S Abbildung 4.16: AnschlieBend Zustand ok, Hohe um 1 vermindert . 0t 50y
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Fall b3. 2 Der I|nke Tellbaum |st tlefer und.
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Fall b3.3 | Der linke Teilbaum ist tiefer und. -
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Abbildung 4.18: Anschlielend Zustand . X, Hijhe'i.unj 1.varminde1_-'[‘r G
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Maximale Hohe eines AVL-Baums

Wir mdchten die maximale Hohe eines AVL-Baumes mit n Knoten nach oben
abschatzen.

Dazu beweisen wir umgekehrt eine untere Schranke fur die minimale Zahl von
Knoten in einem AVL-Baum mit einer gegeben Hohe h.
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Sei N(h) die minimale Anzahl von Knoten in einem AVL-Baum der H6he h.

Dann qilt:
N(0) =1
N(1) =2 und

Nh) >T+NMh-—1)+N(h=2) firh>T

Das erinnert an die Folge der Fibonacci-Zahlen
FO:O,F] — 1 und
FE=F_14+F_ furi > 1
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Wertetabelle fur N (i) und F;

i 0123 4 5 6 7 8 9 10 11 12
F,. |01 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144
N@i)|[1 2 4 7 12 20 33 54 88 143 232 376
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Lemma 1: N(i) =Fj,3— 1

Beweis (durch Induktion)

N(i)

1+NGE—1)+N@{i-2)

1+ (Fyo— 1)+ (Fip — 1)

Fiy3—1

|LA.
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Lemma 2: Fi ) > ®' mitd =
Beweis (durch Induktion)

Esgilt: 2 =® +1 Warum?

1+/5
2
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Abschatzung der Hohe

Sei T nun ein AVL-Baum mit n Knoten und h = Hohe(T).
Dann qilt

N(h) da N(h) Mindestanzahl von Knotenin T
Friz—1 (Lemma 1)

AVARAVARLY,

Fhio

<1+\@

'V

2
1.618"

h
) (Lemma 2)

Vv

oder
h < logigig m < 1.4405-1logyn = Oflogn)
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Zusammenfassung AVL-Baume

AVL-Baume sind hohenbalancierte binare Suchbaume
Ein AVL-Baum T mit n Knoten
- hat eine HOhe von maximal 1.44 - logn

- unterstiizt die Worterbuchoperationen LOOKUP, INSERT, DELETE
in Zeit O(Hohe(T)) = O(logn).

- benotigt Speicherplatz O(n).
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