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Ein erster Algorithmus

1. forall v ∈ V do DIST [v]←∞ od
2. DIST [s]← 0;
3. while ∃(u, v) ∈ E mit DIST [v] > DIST [u] + cost(u, v) do
4. DIST [v]← DIST [u] + cost(u, v);
5. od

Eigenschaften

a) Es gilt stets DIST [v] ≥ dist(s, v).

b) Wenn DIST [v] <∞, dann existiert ein Pfad von s nach v mit Kosten DIST [v].

c) Die kürzesten Pfade bilden einen Baum T mit Wurzel s.

d) Für jede Kante (v,w) auf einem kürzesten Pfad (Kante in T ) gilt:
dist(s, w) = dist(s, v) + cost(v,w), d.h. ∆-Ungleichung mit Gleichheit.
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Verfeinerter Algorithmus

Idee:
Verwende eine Kandidatenmenge U der Knoten u, aus denen Kanten ausgehen
können, die die ∆-Ungleich verletzten.

Beobachtungen:

1. Am Anfang gilt U = { s }

2. Immer wenn DIST [v] für einen Knoten v vermindert wird (Zeile 4), muss v
in die Menge U aufgenommen werden.

3. Die Hauptschleife wird solange ausgeführt, wie U 6= ∅ gilt.
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Verfeinerter Algorithmus

1. forall v ∈ V do DIST [v]←∞; od
2. DIST [s]← 0;
3. U = { s };
4. while U 6= ∅ do
5. wähle und entferne einen beliebigen Knoten u aus U.
6. forall v ∈ V mit (u, v) ∈ E do
7. d← DIST [u] + cost(u, v);
8. if d < DIST [v] then
9. DIST [v]← d;

10. U← U ∪ { v };
11. fi
12. od
13. od
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Der Algorithmus von Bellman/Ford

1. Die Menge U wird als Schlange Q realisiert.

2. Verwende einen Bitvektor in Q
in Q[v] = true genau dann, wenn v ∈ Q.

4. Verwende ein Feld von Zählern count
count[v] = Anzahl der Entnahmen des Knotens v aus Q
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Der Algorithmus von Bellman/Ford

1. forall v ∈ V do
2. DIST [v]←∞;
3. count[v]← 0;
4. in Q[v] = false;
5. od
6. DIST [s]← 0;
7. Q.append(s);
8. in Q[s]← true;
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9. while ¬Q.empty() do
10. u← Q.pop();
11. if ++count[u] ≥ n then ERROR: Negative Cycle fi
12. forall v ∈ V mit (u, v) ∈ E do
13. d← DIST [u] + cost(u, v);
14. if d < DIST [v] then
15. DIST [v]← d;
16. if ¬in Q[v] then
17. Q.append(v);
18. in Q[v]← true;
19. fi
10. fi
21. od
22. od
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Laufzeit des Bellman/Ford-Algorithmus

Die Hauptschleife wird für jede Knoten u höchstens n mal ausgeführt.

Damit ergibt sich eine Gesamtlaufzeit von

O

n ·∑
v∈V

(1 + outdeg(v))

 = O (n · (n +m)) = O(n2 + nm)

In zusammenhängenden Graphen gilt m ≥ n − 1 und damit ist die Laufzeit
O(nm).
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Zusammenfassung

Satz 1:
Das Single-Source Shortest Paths Problem kann für einen Graphen mit n Kno-
ten und m Kanten in Zeit O(n ·m) gelöst werden.

Korollar:
Man kann in Zeit O(n · m) testen, ob in einem kürzesten Wege Netzwerk ein
negativer Zyklus existiert.

und auch einen negativen Zyklus berechnen !
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Spezialfälle (ohne negative Zyklen)

1. Azyklische Netzwerke
Es existieren überhaupt keine Kreise.
−→ Topologisches Sortieren
Zeile 5: wähle u ∈ U mit topnum[u] minimal
Laufzeit: O(n +m)

2. Nicht-negative Netzwerke
cost(e) ≥ 0 für alle e ∈ E.
−→ Algorithmus von Dijkstra
Zeile 5: wähle u ∈ U mit DIST [u] minimal
Laufzeit: O(n logn +m)
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