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Verbesserungen:

1. Versuche Pfade mit moglichst hoher Restkapazitiat zu finden. (— Capacity
Scaling)

2. Suche nach kiirzesten erhéhenden Pfaden (# Kanten) (— BFS)

Laufzeiten von Algorithmen:
Man kann Algorithmen in Bezug auf ihre Laufzeit verschiedenen Klassen zuordnen.

e Nicht polynomielle Algorithmen
Die Laufzeit ist nicht polynomiell in n und m.
Z.B. der Labeling-Algorithmus (n mal &/ Erhchungen)

e Polynomielle Algorithmen
Die Laufzeit ist polynomiell in n und m und log (i)
Z.B. Wortldnge des Rechners (z.B. 64 Bit)

e Streng polynomielle Algorithmen
Die Laufzeit ist nur in n und m polynomiell

5.4.3 Algorithmus Capacity-Scaling
Capacity-Scaling ist ein polynomieller Algorithmus fiir MaxFlow.
Idee:

Versuche erhohende Pfade mit grofer Restkapazitiat (4) zu finden.
Beginne mit U, dann U/2, U/4,...1

log(U) Phasen —A-Phasen

Modifikation des Labeling-Algorithmus:
Fiihre einen neuen Parameter A ein.
— Ignoriere alle Kanten (7, j) in G(z) deren Restkapazitit r;; < A

Dadurch éndert sich ausschliefslich das Ausfiltern der Kanten (5.3).
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1 |forall_out_edges(e,v){

2 if (caple] - flow[e] < delta)
3 continue;

1 / /Rumpf

s |}

6 |[forall_in_edges (e,v){

7 if (flow[e] < delta)

8 continue;

9 / /Rumpf

10 }

Listing 5.4: Ausfiltern der Kanten

Der neue Parameter muss dem Algorithmus MF Labeling noch zusétzlich iiberge-

ben werden.
— MF _Labeling(G, s, t, cap, flow, A)

Beobachtung:

Fiir A = 1 entspricht der Algorithmus dem normalen Labeling-Algorithmus (ganz-

zahlig!).

1 |Capacity_Scaling(const graph& G, node s,
edge_array<int>& cap, int U){

> edge_array<int>& flow(G,0);

3 int delta = 2~ log(U);

1 while (delta < 0){

5 MF_Labeling (G, s, t, cap,

6 delta = delta/2

7 }

s [}

node t, const

delta)

Listing 5.5: Capacity Scaling

Andere Betrachtungsweise:

A-Restnetzwerk G(z, A) ist G(x) ohne alle Kanten mit r;; < A.

Jede A-Phase sucht einen erhéhenden Pfad in G(x, A).
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Korrektheit
Die letzte A-Phase (A = 1) entspricht dem normalen Labeling-Algorithmus.

Laufzeit

Die Anzahl der Phasen (Hauptschleife) ist kleiner gleich log(UA).

Lemma 5
Jede A-Phase fiihrt mazimal 2 - m Erhéhungen aus.

Beweis
Betrachte das Ende einer A-Phase.
Sei S die Menge der gelabelten Knoten und S =V '\ S.
Dann ist [S, S] ein (s,t)-Schnitt (s € S, t € S).
Die Restkapazitiit r[S,S] < m - A, weil jede Kante zwischen S und S héchstens
(eigentlich <) Restkapazitdt A hat.
Betrachte die (néchste) A/2-Phase.
Diese fiihrt dann maximal Tg—'/% Erhéhungen aus.
< 2 -m Erhohungen.

= Laufzeit einer einzelnen A-Phase ist O( 2m, - . )

Anzahl lx
Labeling

Lemma 6
Capacity Scaling lost das MazFlow-Problem in Zeit O(m? - log(U)).

Beweis
Eine A-Phase kostet O(m?) und die Anzahl der Phasen betrigt log(U). O

Bemerkung:

Eine andere Moglichkeit den Labeling-Algorithmus zu verbessern ist, dass man kiir-
zeste (# Kanten) Pfade verwendet (— Ford/Fulkerson)

und nur Kanten zwischen benachbarten Levels nutzt.
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5.5 Preflow-Push

Idee:

Sende von s aus moglichst viel Fluss ins Netzwerk k£ und versuche ihn schrittweise
bis zum Knoten t zu leiten. Lasse dabei Uberschuss wieder zuriick nach s fliefen.
Die Richtung findet man mit Hilfe von Distanz-Labels.

5.5.1 Definition

i) Ein Preflow x ist eine Funktion = : £ — Ny mit
a) 0 <z <u; Kapazititsbedingung

fur ein- fur aus—
gehende gehende
Kanten Kanten

(dh. eventuell mehr einfliefender als abfliefender Fluss)

ii) e(i):=> wj — > x4 heikt Uberschuss (oder Excess) von i.
Ein Preflow mit e(i) =0V i € V' \ {s,t} ist ein Flow.

iii) Ein Knoten i € V' \ {s,t} mit e(i) > 0 heift aktiv.

Idee fiir Algorithmus:

e Schiebe (push) Fluss von s nach ¢
(von Knoten zu Knoten <+ erhhender Pfad)

e Wihrend des Ablaufs entsteht dadurch ein Preflow (mit Excess-Knoten)

e Am Ende soll der Preflow ein echter Flow sein.
(dh. es existieren keine aktiven Knoten mehr)

Fiir die Richtung (s — t) verwenden wir eine Distanzfunktion.

5.5.2 Distanz-Funktion
Die Distanz ist die Lédnge (= Anzahl) von Pfaden nach ¢.



5 Maximale Fliisse 55

Definition

Fiir einen Preflow x definieren wir in G(x) eine Distanzfunktion d = V' — Nj mit
i) d(t)=0
i) d(i) <d(j) +1V (i,7) € G(o)

Beobachtung:

i) d ist untere Schranke fiir exakte Distanzwerte.

ii) d =0 (Nullfunktion) ist giiltige Distanzfunktion.

Intention:

d(i) entspricht der Hohe oder dem Level des Knoten i.

4

3

Definition admissible

Eine Kante (4,j) in G(z) heift admissible, wenn d(i) = d(j) + 1 dh. der Hohenun-
terschied genau 1 betragt.

4
)
3
admissible
- 2
J

/ nicht admissible
0
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5.5.3 Preflow-Push-Algorithmus

1. Saturiere alle von s ausgehenden Kanten.

0, flri#s

n, firi=s

2. Setze d(i) = {

AN
N

~ N

G(x)

Uberschussknoten = alle Nachbarn von s

3. Betrachte einen aktiven Knoten ¢ und schiebe Fluss iiber eine zulédssige Kante
— PUSH

4. Falls ein aktiver Knoten 7 keine zuléssige, ausgehende Kante hat
— RELABEL
d(i) < min{d(j)|7 Nachbar in G(z)} + 1

Der generische Preflow-Push-Algorithmus

Der generische Preflow-Push-Algorithmus nutzt keine besondere Strategie (wie z.B.
highest-label, FIFO, ...) zur Auswahl aktiver Knoten.
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Algorithmus 4 : Generischer Preflow-Push-Algorithmus

10

11

12

13

14

15

16

foreach v € V do
d(v) — 0
e, — 0

end
foreach (u,v) € E' do
‘ Ty — 0
end
foreach j € V mit (s,7) € £ do
xgj < us; // volle Kapazitit

€; < € + Ty

end

d(s) < n

while 3 aktive Knoten (dh. e(i) > 0) do
Wihle einen aktiven Knoten ¢

PUSH/RELABEL(?)

end

Algorithmus 5 : Push/Relabel(i)

10

if 3 admissible Edge (i,j) in G(x) then

Wiihle eine solche Kante (i, 7)

§ < min{e(i),r;;}  Uberschuss, Restkapazitiit
Tij &= Tij +0

e(i) «e(i) — o

() () +9

end

else
| d(i) + min{d(j)|(i,5) in G(z)} + 1

end




