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Anwendung DIJKSTRA

void Dijkstra(const graph& G, node s, const edge_array<
int>& cost, node_array<int>& DIST){
p_queue<node ,int> PQ;
node_array<pq_item> I(G,NULL);
I[s] = PQ.insert(s,0); // I ist Menge der Indexe der
//Knoten
node v;
forall_nodes (v,G){
DIST[v] = MAXINT;
}
DIST[s] = 0;

while ('PQ.empty ()){
node u = PQ.del_min() ;
egde e;
forall_out_edges (e,u){
node v = G.target(e);
int d = DIST[u] + costle];
if(d < DIST[v]){ // Dreiecks-Ungleichung verletzt
if (DIST[v] == MAXINT)
I[v]l] = PQ.insert(v,d); // zum ersten Mal
//besucht
else // v ist in PQ
PQ.decrease_p(I[v],d)
DIST[v] = d;

Erklarung:

Zuerst wird s in die Priority Queue P(@) aufgenommen. Die while-Schleife lauft nun
so lange, bis P(Q) leer ist. Ist dies der Fall, ist zu jedem Knoten ein kiirzester Weg be-
kannt, falls der Graph azyklisch ist. In der while-Schleife wird zuerst aus der PQ) ein
Knoten u gewahlt. Dabei wird darauf geachtet, dass es eine perfekte Wahl ist, d.h.
das der Knoten mit dem kleinsten, in der Priority Queue vorkommenden, DIST-
Wert gewdhlt wird. Dann werden alle von u ausgehenden Kanten betrachtet, die
jeweilige A-Ungleichung iiberpriift und falls sie verletzt wurde, der erreichte Knoten
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entweder in PQ aufgenommen, falls er noch nicht in PQ drin ist oder sonst seine
Prioritat auf seinen neuen DIST-Wert gesetzt. Danach wird noch sein DIST-Wert
angepasst.

Analyse

n X delmin
n x insert
m x decrease__p (O(1) amortisiert) }O(m)

n X loga(n)

Gesamtlaufzeit: O(m + n * log(n))

Weiterer Aspekt: Korrektheit der Implementierung

Idee: Fiige Programmcode hinzu, der fiir die Konkrete Eingabe testet, ob das Er-
gebnis korrekt ist.

— (Programm Checker) Verifying Algorithms

hier: Teste fiir jede Kante am Ende die A-Ungleichung.

edge e;
forall_edges(e,G){
node v = G.source(e);

node w = G.target (e);
ASSERT(DIST([v] + costl[e] >= DISTI[w])




43

5 Netzwerkflussprobleme

Ein Unternehmer mochte tédglich mdoglichst viele seiner Waren von einem seiner
Standorte zu einem anderen Standort transportieren. Er nutzt dazu LKW's anderer
Unternehmen, die zwischen verschiedenen Stéddten hin und her fahren. Jeder hat ei-
ne maximale Kapazitét, die er von einer zu einer andern Stadt transportieren kann.
Jeder dieser LKW's hat allerdings eine maximale Kapazitit an Waren, die er trans-
portieren kann. Da es in den einzelnen Stadten keine Lagerhduser gibt, konnen die
Waren nicht zwischengelagert werden, sondern miissen sofort weiter transportiert
werden.

Der Ausgangsstandort in diesem Szenario stellt den Startknoten s und der zweite
Standort den Endknoten t dar. Die LKW ‘s fahren entlang der Kanten und ihre
Kapazitat entspricht der Kapazitit der jeweiligen Kante.

Ziele

i) MaxFlow-Problem
Maximiere den Transport von einem Knoten s (source, Quelle) zu einem Kno-
ten t (target, Senke)
Beispiel: Transport von Tonnen Stahl pro Tag iiber das Eisenbahnnetz.

ii) MinCostFlow
Konkretes Transportproblem (z.B. zwischen Produzenten und Konsumenten)
Ziel: Minimiere die Transportkosten.
Dazu wird zuséatzlich du der Kapazitéit jeder Kante auch Kosten zugeordnet.

5.1 MaxFlow-Problem

5.1.1 Formale Definition

Gegeben sei
e cin gerichteter Graph G = (V| F)
e cine Kapazititsfunktion v : £ — R} und

e zwei Knoten s, t € V mit s # t.
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u((v,w)) heifst Kapazitat von (v, w). s heift Quelle (source) und ¢ Senke (target).

Gesucht ist eine Flussfunktion z : E — R mit folgenden Eigenschaften:
(x;; ist der Fluss tiber die Kante (7, 7)) mit:

i) Kapazitdtsbedingung:
Vee E:0<uz(e) <ule)

ii) Massenbalance-Bedingung;:
Sei v € V' (beliebig aber fest!)

F, v=s
> w(wuw) = Y a((wv) = 0, Vo {st}

(viu)eE (w,v)eE —F uv=t

N—— N—— ’
gehe tiiber alle gehe tiber alle
ausgehenden eingehenden
Kanten von v Kanten von v
F>0

- -

ii) Optimalitatsbedingung:

F soll maximal sein.
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Erklarungen:

i) Fiir alle Kanten muss gelten, dass ihr Flusswert zwischen Null und ihrer ma-
ximalen Kapazitat liegt.

ii) Fiir alle Knoten die nicht s oder ¢ sind, muss gelten, dass alles was in sie rein
fliefst auch wieder abfliefst. Es kann also nichts in diesen Knoten gelagert wer-
den. F entspricht dem Fluss der fliekt. Aus dem Knoten s flieflst der komplette
Fluss F' heraus, aber nichts herein. Beim Knoten ¢ ist es genau umgekehrt.

iii) Ohne diese Bedingung wére das Problem trivial, da der Null-Fluss (z = 0) die
anderen beiden Bedingungen immer erfiillt.

Notation:

Knoten: 7, 5

Die Kapazitét wird anstatt mit «((7, 7)) jetzt nur noch mit u;; und die Flussfunktion
anstatt mit x((4, 7)) mit x;; bezeichnet.

Beobachtung

1. Idee fiir einen Algorithmus: Erhéhe Pfade
i) Starte mit x = 0(V (i,j) € E x;; < 0)

ii) Erhohe z entlang von Pfaden von s nach ¢

5.1.2 Das Restnetzwerk

(residual network)
Ein Restnetzwerk beschreibt mogliche Flussrichtungen.

Definition

Sei x eine aktuelle Flussfunktion, dh. sie erfiillt die Kapazititsbedingung (z.B. der
Nullfluss (V 7,7 z;; = 0)).

Das Restnetzwerk G(x) besteht aus allen Kanten von G und deren Gegenkante. Es
existieren also fiir jede Kante (7, j) aus G zwei Kanten in G(z), ndmlich die Kante
(¢, 7) und ihre Gegenkante (j, 7). Sie besitzen die Restkapazitéten r;; = u;; — z;; und
rji = ZCZ‘]'.
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G G(z)
Tz’j
uij
O—© oW o
T

Die Restkapazititen beschreiben magliche Anderungen an der Flussfunktion. Eine
Erhéhung geschieht in Richtung der Kante (7, j) (max r;; = u;; — ;) und eine Ver-
minderung in die Gegenrichtung (max r;; = ;).

Beispiel 5.1

Netzwerk G:

Aktueller Flusswert: /' =5
Restnetzwerk G(x):
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Da iiber Kanten mit einer Restkapazitidt von Null, nichts mehr fliefen kann, werden
sie weggelassen. Dadurch ist die folgende Beobachtung mdoglich.

Beobachtung: (ohne 0-Kanten)

Wenn alle Null-Kanten im Graphen weggelassen werden, entspricht die Frage ob ein
Pfad existiert der Frage ob ein erhchender Pfad existiert.

Jeder Pfad in G(z) von s nach ¢ beschreibt eine mogliche Erhohung des Gesamtflus-

ses F'. (— Pfaderh6hung)

Im Beispiel 5.1 existiert nur ein solcher Pfad:

S t

+1 1 41 ---» Gegenkante



