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Erklarungen:

i) Fiir alle Kanten muss gelten, dass ihr Flusswert zwischen Null und ihrer ma-
ximalen Kapazitat liegt.

ii) Fiir alle Knoten die nicht s oder ¢ sind, muss gelten, dass alles was in sie rein
fliefst auch wieder abfliefst. Es kann also nichts in diesen Knoten gelagert wer-
den. F entspricht dem Fluss der fliefst. Aus dem Knoten s fliefst der komplette
Fluss F' heraus, aber nichts herein. Beim Knoten ¢ ist es genau umgekehrt.

iii) Ohne diese Bedingung wére das Problem trivial, da der Null-Fluss (z = 0) die
anderen beiden Bedingungen immer erfiillt.

Notation:

Knoten: i, 3

Die Kapazitét wird anstatt mit w((7, j)) jetzt nur noch mit u;; und die Flussfunktion
anstatt mit x((4, j)) mit x;; bezeichnet.

Beobachtung

1. Idee fiir einen Algorithmus: Erhéhe Pfade
i) Starte mit x = 0(V (i,j) € E x;; < 0)

ii) Erhohe x entlang von Pfaden von s nach ¢

5.1.2 Das Restnetzwerk

(residual network)
Ein Restnetzwerk beschreibt mogliche Flussrichtungen.

Definition

Sei x eine aktuelle Flussfunktion, dh. sie erfiillt die Kapazitatsbedingung (z.B. der
Nullfluss (V 7,7 z;; = 0)).

Das Restnetzwerk G(x) besteht aus allen Kanten von G und deren Gegenkante. Es
existieren also fiir jede Kante (i, j) aus G zwei Kanten in G(x), ndmlich die Kante
(¢, ) und ihre Gegenkante (j, ). Sie besitzen die Restkapazitéten r;; = u;; — z;; und
Tji = LUZ']'.
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Die Restkapazititen beschreiben mogliche Anderungen an der Flussfunktion. Eine
Erhéhung geschieht in Richtung der Kante (7, j) (max r;; = u;; — 2;;) und eine Ver-
minderung in die Gegenrichtung (max r;; = x;;).

Beispiel 5.1

Netzwerk G:

Aktueller Flusswert: FF =5
Restnetzwerk G(z):
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Da iiber Kanten mit einer Restkapazitdat von Null, nichts mehr fliefsen kann, werden
sie weggelassen. Dadurch ist die folgende Beobachtung moglich.

Beobachtung: (ohne 0-Kanten)
Wenn alle Null-Kanten im Graphen weggelassen werden, entspricht die Frage ob ein
Pfad existiert der Frage ob ein erhchender Pfad existiert.

Jeder Pfad in G(x) von s nach ¢ beschreibt eine mogliche Erhohung des Gesamtflus-
ses F. (— Pfaderhthung)

Im Beispiel 5.1 existiert nur ein solcher Pfad:

1 2 1 G(x)
ORNOREGENO)

Eine Erhéhung um § = min{r;;|(i,7) € P} = 1 ist moglich.

@ G —— Original
( : >—)< : )( .............. .< : >—)
41 -1 1 .-+ Gegenkante

S
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Netzwerk G:

Flusswert F' =6

Restnetzwerk G(x):

Hier existiert in G(z) kein Pfad mehr von s nach ¢. Daher ist keine weitere Er-
hohung mehr moglich.
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Anmerkungen:
e Fiir den Nullfluss (z = 0) gilt G(z) = G.

e Wird eine Kante (,7) in G saturiert (dh. x;; = u;;), so wird die Kante (4, j)
aus G(z) entfernt.

e Setzt man x;; = 0, so wird die Gegenkante (j,4) aus G(z) entfernt.

= Anderungen an der Flussfunktion fiihren zu Anderungen in G(z).

Bemerkung
Der einfache Pfaderhchungsalgorithmus kann sich sehr schlecht verhalten.

Im schlechtesten Fall
\Q% a Mz, e
e‘.a o ] e
Lps e N ®

2 x 10° Pfaderhéhungen

Korrektheit

i) z ist immer ein Fluss (Kapazitdtsbedingung + Massenbalance-Bedingung)

ii) terminiert mit Flus z, sodass in G(x) kein Pfad von s nach t existiert.

Beweis
Beweis mit Hilfe vom MaxFlow/MinCut-Theorem.

Implementierung

1. Keine expliziete Darstellung von G(x).
Stattdessen: Navigiere im Originalgraphen.
Verwende ausgehende Kanten, wenn u;; > x;; und
eingehende Kanten, wenn z;; > 0.

2. Berechnung eines erh6henden Pfades
Verwende DFS oder BFS vom Knoten s aus und berechne die Kanten wie in
1. beschrieben. Stoppe, wenn t erreicht wurde.

3. Darstellung des Pfades durch pred-Verweise (Vaterverweise im DFS- oder BFS-
Baum).
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5.1.3 Pfaderhdhung: (Maxflow) s, ¢

20

Idee: Versuche im Restnetzwerk einen Pfad mit Restkapazitat zu finden, indem z.B
mit explorefrom(s), dfs(s) oder bfs(s) alle von s aus erreichbaren Knoten ge-

sucht werden, bis ¢ gefunden wird.

Labeling-Algorithmus

edge_array<int>& cap, edge_array<int>& flow){
node_array<bool> labeled; // besuchte Knoten
node_array<edge> PRED; // Pfade

// Initialisierung

edge e;

forall_edges(e,G){
flowl[e]l] = 0

}

node v;

forall_nodes (v,G){
labeled[v] = false
pred[v] = NULL

while (true){
queue<node> L; // Breitensuche
labeled[s] = true;
L.append(s);
while ('L.empty ()){
node v = L.pop(Q);

edge e;
forall_out_edges (e, v){

continue; // e nicht in G(x)
node w = G.target (e);
if (labeled [w])
continue;
labeled[w] = true;
PRED [w] = e;

void MF_Labeling(const graph& G, node s, node t,const

// Iteriere iiber alle im Restnetzwerk adjazenten Kanten

if (flow[e]l] == caplel]) // Restkapazitdt ist null
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L.append (w) ;
}
forall_in_edges(e,v){
if (flowl[e] == 0) continue;
node w = G.source(e);
if (labeled[w]) continue;
labeled[w] = true;
PRED [w] = e;
L.append (w) ;
}
if (labeled[t])
L.clear () ;
} // Ende while-Schleife
if (labeled[t])
AUGMENT (G,s,t,PRED,cap,flow);
else
break; // ex. kein erhohender Pfad

ol

Listing 5.1: MF _Labeling

void AUGMENT (const graph& G, node s, node t, const
node_array<edge>& PRED, const edge_array<int>& cap,
edge_array<int>& flow){
int delta = MAXINT; // Restkapazitdt von P

node v = t;
while(v '= s){
int r;
edge e = PRED[v];
if (v == G.source(e)){ //Rickwartskante

r = flowl[e];
v G.target (e);

}

else{ // Vorwiartskante
r = caple] - flowl[el];
v G.source (e);

}
if(r < delta)
delta = r; // min
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// Eigentliche Flusserhdéhung

v = t;
while(v != s){
edge e = PRED[v];
if (v == G.source(e)){ //Rickwartskante
flowl[e] = flow[e]l - delta;
v = G.target(e);
+

else{ // Vorwartskante
flow[e] = flowl[e] + delta;
v = G.source(e);

Listing 5.2: Augment

Erklarung:

Die aufsere while-Schleife 1auft so lange, bis explizit aus ihr herausgesprungen wird.
Dies geschieht, wenn nach der inneren Schleife ¢ nicht gelabelt ist, es also keinen
erhohenden Pfad mehr gibt.

Da s der Startknoten ist und jeder von s aus erreichte Knoten gelabelt und zur Men-
ge L hinzugefiigt wird, wird s zu Beginn immer gelabelt und in L eingefiigt. In der
inneren Schleife wird zuerst ein beliebiger Knoten u aus der Menge L entnommen.
Von diesem Knoten u aus werden nun sowohl die ausgehenden, als auch die einge-
henden Kanten betrachtet. Dabei werden diejenigen Kanten, die keine Restkapazitét
mehr besitzen, sofort aussortiert und nicht weiter betrachtet. Bei den restlichen wird
iiberpriift, ob der durch die Kante erreichbare Knoten schon gelabelt wurde. Ist dies
nicht der Fall wird er gelabelt, sein PRE D-Verweis auf die Kante gesetzt, iiber die
er erreicht wurde und der Knoten in die Menge L aufgenommen.

Die innere Schleife bricht ab, sobald L leer ist, was der Fall ist, wenn t gelabelt
wurde, da dann ein erhohender Pfad existiert und entlang diesem, im Algorithmus
AUGMENT, Fluss geschickt wird.

Hierbei wird zuerst iiber den gefundenen Pfad von ¢t nach s gelaufen, und dabei die
maximale Flusserhohung ausfindig gemacht. Ist diese gefunden, also s erreicht, wird
erneut iiber den gefundenen Pfad von ¢ nach s gelaufen und dabei die Flusséanderung
um den herausgefundenen Wert durchgefiihrt.

Es wird immer von ¢ nach s gelaufen, da man nur den Vorgénger, nicht aber den
Nachfolger eines Knotens kennt.



