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1 Notationen und Annahmen

1.1 Problemdefinition
Gegeben:
e G = (N, A) gerichteter Graph mit Knotenmenge N und Kantenmenge A

e u:A— Ng Kapazititsfunktion (beschrinkt maximalen Fluss jeder Kante nach

oben)

e c: A — N{ lineare Kostenfunktion (gibt die Kosten fiir den Transport einer

Flusseinheit auf jeder Kante an)



e b: N — N Angebot / Nachfrage am Knoten mit

>0 Angebotsknoten
b(i)=0 Transportknoten
<0 Nachfrageknoten.

Seiz: A — NS‘ eine Flussfunktion.

Ein zulissiger Fluss erfiillt folgende Bedingungen:

1. Massenbalancebedingungen:

Z Tij — Z zj; =b(i)Vie N

{5:(6,5)€ A} {5:G,i)eA}
2. Kapazititsbedingungen:

0 < <u;V(i,j) € A

Notwendige Bedingung fiir einen zuldssigen Fluss:

> b(i) =0

ieN

Das Min-Cost Flow Problem minimiert die Zielfunktion

Z(Jﬁ): Z CijTij

(i,7)€A

unter Einhaltung der Massenbalance- und Kapazititsbedingungen.

1.2 Annahmen

Folgende Annahmen werden getroffen:

1. Alle Daten sind ganzzahlig.
— Multiplikation

2. Der Graph G ist gerichtet.
— Kpt 2.4 Undirected Arcs to Directed Arcs

D
2)
3)

“4)

(&)

(6)

)

3. Es gilt 3, 5 0(i) = 0 und das Min-Cost Flow Problem hat eine zulissige

Losung.
— Kapitel 1.2.1



4. Es gibt einen direkten Weg zwischen jedem Paar von Knoten mit unbeschrinkter
Kapazitit.
— Fiige kiinstliche Kanten (1, j) und (j,1) fiir jedes j € N mit sehr grossen

Kosten und unendlicher Kapazitit ein.

5. Alle Kosten sind nicht negativ. — Kpt 2.4 Arc Reversal

1.2.1 Test: hat das Min-Cost Flow Problem eine Losung?

b ?1 K —b(j1)

---—'b(.im)\

Konstruktion:

Wir fiigen zusitzlich einen Quellknoten s* ein, welcher mit allen Knoten ¢ mit b(¢) > 0
verbunden ist. Die Kanten (s, ¢) besitzen Kapazitit b(¢).

Ausserdem fiigen wir einen zusitzlichen Zielknoten ¢* ein, welcher mit allen Knoten j
mit b(j) < 0 verbunden ist. Die Kanten (j, t*) besitzen Kapazitit —b(j).
Algorithmus:

Lose das Maximum s* — ¢* Flow Problem.

Interpretation:

Wenn der maximale Fluss alle zu s* adjazenten Kanten saturiert, besitzt das Min-Cost

Flow Problem eine zuldssige Losung.

1.3 Restnetzwerk

Gegeben ist ein graph G = (N, A) und eine Flussfunktion «. Die Residualkapazitit ; ;
einer Kante (i, j) ist der maximale zusitzliche Fluss der von 4 nach j geschickt werden
kann. Jede Kante (4, j) € A wird durch zwei Kanten (i, j) und (4, ¢) ersetzt. Die Kante
(4, 7) hat die Kosten c¢;; und die Restkapazitit r;; = u,;; — x;;; die Kante (7, ¢) hat die
Kosten —c;; und die Restkapazitit r;; = x;;.

Das Restnetzwerk besteht nur aus Kanten mit positiver Restkapazitit.



2 Optimalititsbedingungen

2.1 Negative Cycle Optimality

Augmenting Cycle Theorem:

Seien x und x° zwei zuldssige Losungen eines Netzwerkflussproblems.
Dann gilt: z = 2° + 37_, f(Wy), k < m, wobei W}, Kreise in G/(2°) sind.
Ausserdem gilt: ¢(z) = c(z°) + Zi:l (W) f(Wy).

Negative Cycle Optimality:

Ein zuldssiger Fluss 2* ist eine optimale Losung des Min-Cost Flow Problems genau

dann, wenn es keine negativen Kreise im Restnetzwerk gibt.

Beweis:

Annahme: 3 ein zulédssiger Fluss 2 und G(z) enthilt einen negativen Kreis.

Durch eine Flusserhohung entlang des negativen Kreises werden die Kosten gesenkt.
= z kann nicht optimal sein.

Annahme: x* ist ein zulissiger Fluss und A negativen Kreise in G'(z*).

Sei z° ein optimaler Fluss und «* # x°, dann ist z° — x* eine Flusszirkulation. Die
Kosten der Fliisse auf diesen Kreisen entsprichen der Differenz ¢(x°) — ¢(z*). Da alle
Kreise in G(z*) nicht negativ sind, gilt: ¢(z°) — ¢(x*) > 0, also ¢(x°) > ¢(c*).

Aus der Optimalitit von z° folgt: ¢(z°) < e(z*).

= c(z°) = c(x*) = z* ist optimal.

2.2 Reduced Cost Optimality

Definition:
Sei 7 : N — R eine Kantenbewertung. Die reduzierten Kosten ¢™ : A — N sind
definiert durch cf; = ¢;; — 7 (i) + 7(3).



Interpretation: c7; sind optimale reduzierte Kosten fiir eine Kante (4, j) in der Hinsicht,

dass es die Kosten dieser Kante relativ zu den kiirzeste Wege Distanzen 7 (¢) und 7 (j).

Eigenschaften der reduzierten Kosten

e Sei P ein Pfad von k nach [, dann gilt

Yo=Y cj—w(k)+ () (8)

(1,7)€EP (i,5)EP

e Sei IV ein gerichteter Kreis, dann gilt

D G= D e ©)

(i,5)eW (i,§)EW

Reduced Cost Optimality:

Eine zulédssige Losung z* ist eine optimale Losung des Min-Cost Flow Problems genau
dann, wenn eine Menge von Knotenpotentialen 7 die folgende reduzierte Kosten Opti-

malitdtsbedingung erfiillt:
ci; >0 V(i,j) € G(z*) (10)

Beweis:

Wir zeigen, dass die reduced cost optimality zur negativ cycle optimality dquivalent ist:
Annahme: 3 ein Potential 7 mit c; > 0V(4, j) € G(z*).

= Y (i.jew €y = 0 fiir jeden gerichteten Kreis in G(z*).

= Z(i,j)eW Ciy = Z(i,j)eW cij 20

= G(x*) entilt keine negativen Kreise.

Annahme: Fiir die Losung «* enthilt G(«*) keine negativen Kreise.

Sei d() die Distanz des kiirzesten Weges von Knoten 1 zu allen anderen Knoten in
G(z*). Wenn Netzwerke keine negativen Kreise besitzen, sind die Distanzlabels wohldefiniert
und erfiillen die Dreiecksungleichung d(j) < d(i) +¢;; fiir alle Kanten (7, j) € G(z*).
= ¢;; — (—d(i)) + (—d(j)) > 0. Definiere 7 = —d.

= z* erfiillt die reduced cost optimality Bedingung.

Interpretation: ¢;; sind die Kosten um eine Flusseinheit von Knoten ¢ nach Knoten
j zu transportieren. Wir interpretieren 1(i) = —m(7) als die Kosten, eine Flusseinheit
an Knoten ¢ zu erhalten. Dann sind ¢;; + p(¢) die Kosten fiir j, eine Flusseinheit von

Knoten 7 zu erhalten und zu Knoten j zu transportieren.



2.3 Complementary Slackness Optimality Bedingungen

Die Complementary Slackness Optimality Bedingung bezieht sich nicht auf das Rest-

netzwerk, sondern auf den Originalgraphen.

Complementary Slackness Optimality Bedingungen:

Eine zuléssige Losung x* ist eine optimale Losung des Min-Cost Flow Problems genau
dann, wenn eine Menge von Knotenpotentialen 7, die reduzierten Kosten und Fluss-
werte die flogenden complementary slackness optimality Bedingungen fiir jede Kante
(i,7) € A erfiillt:

Wenn ¢7; > 0, dann z7; = 0. (11
Wenn 0 < z7; < u;j, dann ¢j; = 0. (12)
Wenn ¢j; < 0, dann z7; = u;;. (13)
Beweis:

Annahme: z ist ein optimaler Fluss.

Aus der reduced cost optimality folgt: 3 Potential m mit ¢;; > 0 fiir alle Kanten (4,5) €
G(z).

Dann folgt:

1. Falls ¢f; > 0= (j,i) € G(x), dacf; = —J; < 0.

= Tij = 0.

2. Falls 0 < z}; < uj, dann sind (4, j) und (j, i) in G(z).
= ¢j; =2 0und ¢j; > 0. Ausserdem gilt ¢j; = —c7;.
= ¢y =cj; =0.

3. Falls ¢f; < 0, dann folgt, dass (4, j) nicht in G () ist.

= Tjj = U5

Annahme: Sei 7 so gegeben, dass (11), (12) und (13) fiir alle (¢, j) € A erfiillt sind.

Zu zeigen: c; > 0V(4,j) € G(z).

1. Kante (,7): ¢f; > 0V
Kante (j,4): zi; = 0= (j,7) ¢ G(z) vV

2. Kante (i,7): cf; =0 v
Kante (j,i): ¢]; =0V

3. Kante (4,5): z}; = uij = (i,j) € G(z) v

Kante (j,7): ¢f; <0 = cf; = —c; >0V



3 Minimum Cost Flow Dualitat

Zu jedem primalen Problem gibt es ein duales Problem. Fiir das primale Min-Cost

Flow Problem ist es das folgende Maximierungsproblem:

Maximiere ’w(ﬂ', y) = Z biﬂ'i — Z Ui Yij (14)
iEN (i,4)€A

s.t. Cij — T4 + 5 + Yij >0 V(L]) S A7 (15)

m; vorzeichenunbeschriankt Vi € N. 17

Allgemein gilt: primales und duales Problem besitzen den gleichen Optimalwert.

4 Erste Algorithmen

4.1 Der Cycle Canceling Algorithmus

Der Cycle Canceling Algorithmus basiert auf der Negative Cycle Optimality Bedin-
gung.

Idee:

Der Algorithmus berechnet als erstes einen zuldssigen Fluss. Dieser kann wie in Ab-

schnitt 1.2.1 bestimmt werden.

Anschliessend werden negative Kreise im Restnetzwerk G(x) gesucht und durch Flussvergrosserungen
eliminiert.

Der Algorithmus terminiert, wenn im Restnetzwerk keine negativen Kreise mehr vorhan-

den sind.

Implementierung:

BEGIN
erzeuge einen feasible flow x in G;
WHILE G(x) enthaelt einen negativen Kreis DO
BEGIN
finde einen negativen Kreis W in G(x);
0 = min{r;; : (¢,7) € W};
erhoehe den Fluss entlang W um, 0 Einheiten;
END
END



Beispiel:

®_{‘*'1_J-"’r’;]-‘u_"® @—':f‘.'_,i-f'r'j}_"®

b1y =4 (1 0,2),1 b(4) = -4

Laufzeit: O(n -m? - C - U).

4.2 Der Successive Shortest Path Algorithmus

Der Cycle Canceling Algorithmus startet mit einem zuldssigen Fluss  und versucht
diesen zu optimieren.

Im Gegensatz dazu startet der Successive Shortest Path Algorithmus mit einem Pseud-
ofluss, der zwar optimal ist und die Kapazititsbedingungen erfiillt, aber die Massenbal-
ancebedingungen der Knoten verletzt. Der Algorithmus versucht diesen Pseudofluss so
zu veriandern, dass die Optimalitit erhalten bleibt und die Massenbalancebedingungen

nicht mehr verletzt werden.

Idee:

In jedem Schritt wihlt der Algorithmus einen Knoten s mit Excesstiberschuss aus und
einen Knoten ¢ mit unerfiillter Nachfrage und sendet Fluss von s nach ¢ entlang eines
kiirzesten Weges im Restnetzwerk. Der Algorithmus terminiert, wenn die aktuelle

Losung alle Massenbalancebedingungen erfiillt.

Pseudofluss:
Ein Pseudofluss ist eine Funktion = : A — N¥, welche nur die Kapazitiitsbedingungen



erfiillt.

Fiir einen Pseudofluss s definieren wir die Imbalance eines Knotens ¢ als

e(i) =b(i)+ Y wji— » wyVieN. (18)

J:(Gi)eA J:(i,5)€A
1. e(i) > 0 ¢ ist ein Excess-Knoten,
2. e(i) = 0 ist balanciert,
3. e(i) < 014 ist ein Demand-Knoten.

Beobachtungen:
Sei E = {i € Nle(:) > 0} und D = {i € V|e(i) < 0}, dann

o Yieneli) =2 enb(i) =0
° ZiEE e(i) = ZieD e(i)

= Hat das Netzwerk einen Excess-Knoten, so muss es auch einen Demand-Knoten
haben.

Implementierung:
BEGIN
x=0; m=0;

e(i) =b(i) YV ie N;
initialisiere EF={i€ Nle(i) >0} und D= {ie Vl]e(i) <0};
WHILE E # () DO
BEGIN
waehle k€ F und l€ D;
berechne Shortest—Path—Distanzen d bzgl. der reduzierten Kosten ¢
sei P ein Shortest Path von k nach [;
T=m—d;
aktualisiere die reduzierten Kosten cfj;
0 = min{e(k), —e(l), min{r;;|(¢,7) € P}};
erhoehe den Fluss entlang von P um § Einheiten;
aktualisiere z, G(x), e, E, D;
END
END



Beispiel:

(i) ®7(?’,—j.c;‘;)—h® ()
0
2)0
(4,2) (3,3)
1
0 (2,1) -1
0
(2,2) (5,1)
)
0(3
0
0
2)-2
(4,0) (3.2)
4
0 (2.1) -4
-3
(2,0 (5.0)
)
0(3
-2
0
2)-2
2
-3
2
4
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s (/(xr) am Anfang mit x = 0
und T =0

o E={1} und D = {4}
e k=1und =4

o d=(0.223)

o« P=(1.31)

o aktualisiere 7 = 7 — d

o aktualisiere c}.”- = c:;- —
(d(j) — d(i))
e 0 =2

e erhohe Fluf entlang P um
4 Einheiten

o aktualisiere G(z) und e(7)
e E={1} und D = {4}
o k=1lund!l =4

e d=1(0,0,1.1)

e P=1(1,234)
o aktualisiere 7 =7 — d

e aktualisiere ¢, = ¢f, —

L

(d(y) —d(i))

e =2

erhohe Flufl entlang P um
4 Einheiten



2) -2
T
(2‘0)} (3,1)
. (2.0)
0 (2,0) 0
-4
(1,0)
(2,1) i
0(3 -
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e E={und D=0 = Algo-
rithmus terminiert



