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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Einfiihrung

1.1.1 Einige Grundbegriffe
(Ungerichteter) Graph G = (V, £)
e hat endliche Menge V' von Knoten (nodes, vertices)

e endliche Multimenge £ von Kanten (edges), wobei die e € E ungerichtete Paare
von Knoten sind.

7.B.:

Vo= {1,..4)
Eo= {(1,1),(1,2),(1,3),(2,3).(2,3),(3,4)}

~ Doppelkanten; parallele Kant:

Schleife

Einfacher (simpler) Graph

e keine Schleifen und parallelen Kanten:

B C {{v,w} |v,w eV, v#w}
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e ab jetzt: immer einfach

Fiir e = (v,w) € F sind v und w die Endknoten von e. Die Kante e ist inzident zu v
und w, v und w sind adjazent.

Firv € Vist A(v) = |[{(v,w) | (v,w) € E}| der Grad von v. Die zu v adjazenten Knoten
sind Nachbarn von v.
Gerichteter Graph (Digraph) G = (V. E)

Wie ein ungerichteter Graph, aber die Kanten sind geordnete Paare von Knoten der Form
e = (v, w). e ist ausgehende Kante von v bzw. eingehende Kante von w.

e Rein-Grad AT (v) = [{(u,v) | (u,v) € E}
e Raus-Grad A~ (v) = |{(v,u) | (v,u) € E}|
e v ist Quelle & At(v) =0

e v ist Senke & A~ (v) =0

Zugrunde liegender ungerichteter Graph

Vergessen der Richtung und danach evtl. Simplifizierung (d.h. Entfernung von Doppel-
kanten).

(Gerichteter) Pfad

Folge von distinkten Knoten (v1, ..., v;) mit folgender Eigenschaft:

(vi,vi41) E Efir 1 <i<k
Genauer: (vq, vg)-Pfad

Ein (gerichteter) Pfad ist ein (gerichteter) Kreis, falls auch (v, v,) € E. Ein Digraph
ist azyklisch, wenn er keinen gerichteten Kreis hat. Ein Graph G = (V| E) ist zusam-
menhingend, wenn Vv, w € V ein (v, w)-Pfad existiert.

Ein Digraph ist:

e zusammenhingend, wenn der zugrundeliegende ungerichtete Graph zusammenhén-
gend ist.

e stark zusammenhéngend, wenn V v, w € V ein gerichteter (v, w)-Pfad existiert.

Eine Kante (v,w) € E in einem Digraphen G = (V. F) ist transitiv, falls in G ein
gerichteter (v, w)-Pfad existiert, der (v, w) nicht benutzt.

T

VvV —= uU—*> W



1.1 Einfiihrung 9

Transitive Hiille

Die transitive Hiille eines Digraphen entsteht durch Hinzunahme aller transitiven Kanten.

Transitive Reduktion

Die transitive Reduktion eines Digraphen entsteht durch Entfernen aller transitiven Kan-
ten.

Beispiel:
Shape Shape
Polygon Ellipse Polygon Ellipse
Triangle Quadrilateral Triangle Quadrilateral Circle
Rhombus Rectangle Rhombus Rectangle
Square Square
Point Point

Ein Graph G’ = (V', E’) ist Subgraph eines Graphen G = (V, E), falls V/ C V und
E' CFE.

Knoteninduzierter Subgraph

V'CVund E' = {(v,w) € E |v,w e V'}

1.1.2 Datenstrukturen fiir Graphen und Digraphen
Adjazenzmatrix

A = (ay) € {0,1}™" mit a;; = 1< (i,5) € E

Adjazenzlisten

Liste L, mit v € V von (ausgehenden) inzidenten Kanten.
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Beipiel 1.1.1

1. ungerichtet

4443

S S N N

33224

S S e S

o) —
<f [ = i
N |~ —
A | —
— — o
— AN M <o

2. gerichtet

1 2345

—

— —

— AN M <0



Kapitel 2

Zeichnen von Baumen

2.1 Festlegungen

2.1.1 Baum

Zusammenhéngender, kreisfreier Graph

2.1.2 Wurzelbaum

Gerichteter Baum mit einer Wurzel v € V und fiir alle w € V, w # v existiert ein

gerichteter (v, w)-Pfad.
R

O O O
Wir nehmen zusétzlich an: die Reihenfolge der ausgehenden Kanten jedes Knotens ist
Teil der Eingabe (fixiert).

2.1.3 Binirer Wurzelbaum

Spezielle Anforderung hier: ein Kind ist linkes oder rechtes Kind
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entweder: oder: aber nicht

Tiefe von v € V' (Wurzel r):
Tiefe(v) := #Kanten auf (eindeutigem) (r, v)-Pfad
Hohe des Wurzelbaums 7' = (V, E)

Hohe(T') := maz,cy (Tiefe(v))

2.1.4 Generalkonvention
Ein Knoten v erhilt die y-Koordinate —Tiefe(v)
Problem: Bestimmung der z-Koordinate, so daf3 die Zeichnung ,,schén® wird.

Zunéchst Beschrinkung auf bindre Wurzelbdume:

2.1.5 Traversieren von Binarbdumen
PREORDER(T)

1. bearbeite Wurzel w

2. 1r T} # @ PREORDER(T))

3. 1IF T, # @ PREORDER(T,)
INORDER(T)

1. 1Fr T} # @ INORDER(T})

2. bearbeite Wurzel w

3. 1IF T, # @ INORDER(T,)

POSTORDER(T)
1. 1F T} # @ POSTORDER(T))
2. 1r T, # @ POSTORDER(7})

3. bearbeite Wurzel w
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2.2 Zeichnen von Binarbaumen

2.2.1 1. Versuch

Vergabe von z-Koordinate in INORDER-Reihenfolge

INORDER-Reihenfolge v, vy ... v,
Koordinate 1 2 ... n

Systematischer: (Asthetikkriterien)

(A1) Alle Knoten derselben Tiefe liegen auf einer Geraden. Die Geraden werden parallel
gezeichnet.

(A2) Ein linkes Kind wird links, ein rechtes Kind wird rechts vom Vater plaziert.

(A3) Hat ein Vater 2 Kinder, so wird er iiber diesen zentriert.

Optimierungsziel: Minimierung der Breite.

2.2.2 2. Versuch (Wetherell & Shannon) (1979) [WS79]
Idee: 2 Phasen
1. Traversiere 1" in POSTORDER. Bearbeite v:
(a) Ist v ein Blatt:

Plaziere v auf dem néchsten freien Platz auf seiner Tiefengeraden.

(b) Hat v nur ein linkes Kind:

Plaziere v eine Position weiter rechts als das Kind.

(¢c) Hat v nur ein rechtes Kind:

Plaziere v eine Position weiter links als das Kind.
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(d) Hat v zwei Kinder:
Zentriere v iiber den Kindern.

Wird bei (b) - (d) eine Position errechnet, die links von der néichsten freien liegt,
so verschiebe hinreichend und merke die Verschiebung des Teilbaums darunter.

2. Traversiere T" in PREORDER. Fiihre alle noch notwendigen Verschiebungen durch.

Fiir unser Beispiel liefert das die optimale Zeichnung:

Wetherell & Shannon—-Zeichunng

Details: N
else if (hasonlyleftchild)

#include <stdio.h> {
place = xcoord[leftchild[nodel] + 1;

#define TRUE 1

#define FALSE 0 else if (hasonlyrightchild)
{
int n, height; place = xcoord[rightchild[nodel] - 1
int *xcoord, *ycoord, *shift, *leftchild; }
int *rightchild, *nextpos, *modifier; else
{ /* has two children */
void assycoor (int node, int level) place = (xcoord[leftchild[nodel]
< + xcoord[rightchild[nodell) / 2;
if (node > -1) }
{ diff = nextpos[h] - place;
ycoord[node] = level; if (diff > modifier[h])
if (level > height) modifier[h] = diff;
height = level; if (isleaf)
assycoor (leftchild[nodel, level + 1); xcoord [node] = place;
assycoor (rightchild[node], level + 1); else
¥} xcoord [node] = place + modifier[h];
} nextpos[h] = xcoord[node] + 2;
shift[node] = modifier[h];
void asspxcoor (int node) ¥
{
int leftchildexists, rightchildexists, hasonlyleftchild, void makeshift (int node, int amount)
hasonlyrightchild, isleaf, diff, place, h; {
leftchildexists = FALSE; xcoord[node] += amount;
if (leftchild[node] > -1) if (leftchild[node]l > -1)
{ {
leftchildexists = TRUE; makeshift (leftchild[node], amount + shift[nodel);
asspxcoor (leftchild[nodel); ¥
} if (rightchild[node] > -1)
rightchildexists = FALSE; {
if (rightchild[node]l > -1) makeshift (rightchild[nodel, amount + shift[nodel);
{ }
rightchildexists = TRUE; }

asspxcoor (rightchild[nodel);
void printthetree ()

hasonlyleftchild = leftchildexists && (!rightchildexists); {

hasonlyrightchild = rightchildexists && (!leftchildexists); int i;

isleaf = (!leftchildexists) && (!rightchildexists); for (i = 0; i < m; i++)

h = ycoord[nodel; {

if (isleaf) printf ("Node %2d (%2d,%2d): x = %2d, y = %2d, shift = %2d\n",
{ i, leftchild[i], rightchild[i], xcoord[il, ycoord[il], shift[i]);

place = nextpos[h]; Y
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printf ("Height: %d\n", height);
¥

void printthemodifiers ()
{
int i;
for (i = 0; i < height; i++)
printf ("Level %2d: %2d\n", i, modifier[il);

main ()

int i, 1lc, rc;
scanf ("%d", &n);

xcoord = (int *) malloc (n * sizeof (int));
ycoord = (int *) malloc (n * sizeof (int));
shift = (int *) malloc (n * sizeof (int));
leftchild = (int *) malloc (n * sizeof (int));
rightchild = (int *) malloc (n * sizeof (int));

for (i = 0; i < m; i++)

{
scanf ("%d %d", &lc, &rc);
leftchild[i] = 1lc;
rightchild[i] = rc;
xcoord[i] = 0;
ycoord[i] = 0;
shift[i] =

}

/* assign y-coordinates */

height = 0;
assycoor (0, 0);
height++;

nextpos = (int *) malloc (height * sizeof (int));
modifier = (int *) malloc (height * sizeof (int));

for (i = 0; i < height; i++)
{
nextpos [i] = 0;
modifier[i] = 0;

}
/* assign provisional x-coordinates and shifts */
asspxcoor (0);
printf ("\nTree after phase 1:\n\n");
printthetree ();
printf ("\nModifiers after phase 1:\n\n");
printthemodifiers ();
/* make all shifts */
makeshift (0, 0);

printf ("\nTree after phase 2:\n\n");
printthetree ();

Output:

Tree after phase 1:

Node 0 (1, 2): x 6,y 0, shift = 0
Node 1 (3, 4): x= 4, y= 1, shift = 0
Node 2 (5, 6): x= 8, y= 1, shift = 0
Node 3 (7,8):x= 3,y= 2, shift = 0
Node 4 (-1,-1): x = 5, y = 2, shift = 0
Node 5 (-1,-1): x 7,y 2, shift = 0

Beobachtung 2.2.1

e minimale Breite wird nicht erreicht (hier 2 zuviel)

Node
Node
Node
Node
Node
Node
Node
Node
Node
Node
Node
Node
Node
Node
Node
Node
Node
Node
Node
Node
Node
Node
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Node
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e auch Zentrieren geht nicht immer gut (wenn z-Differenz zwischen Kindern ungera-

de)
REPARIERBAR !
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Bemerkung 2.2.2
Unter Aufgabe von (A3) kann WS so modifiziert werden, daff minimale Breite ga-
rantiert werden kann. Unser Beispiel:

Endpositionierung des Beispielbaums vom Algorithmus W S.

Beispielbaum gezeichnet vom Algorithmus RT'.

Beispielbaum gezeichnet von einem modifizierten WS Algorithmus.

e symmetrische Baume werden nicht notwendigerweise symmetrisch gezeichnet.



2.2 Zeichnen von Bindrbiumen 17

Neues Asthetikkriterium:

(A4) Ein Baum und sein Spiegelbild sollen bis auf Spiegelung identisch gezeichnet werden,
isomorphe Teilbdume sollen unabhéngig von ihrer Position gleich gezeichnet werden.

Beobachtung 2.2.3
o WS erfiillt das nicht

Ein Baum und sein Spiegelbild positioniert durch den Algorithmus WS.

e die schmalste Zeichnung kann die Erfiillung von (A4) unmdoglich machen

Schmalste Zeichnung eines Baumes die (A1)-(A3) erfiillt und (A4) verletzt. Die
Unterbdume die an P und () wurzeln sind isomorph, miissen aber nicht-isomorph
gezeichnet werden, um eine schmalste Zeichung zu erhalten.

Plan: Wir versuchen (A1)-(A4) mit nicht notwendigerweise minimaler Breite.

2.2.3 Elegante Losung: Reingold & Tilford , (1981) [RT81]

Idee: Divide and Conquer implementiert durch POSTORDER Traversierung.

L] T

Vollstandige Layouts von T; und 7, bis auf Translation. Dann bis auf Minimalabstand
zusammenschieben, v zentriert iiber Teilbdume plazieren.
T, = @ oder T,, = @: Eine Position weiter links bzw. rechts von Unterwurzel.



18 Zeichnen von Biumen

Beipiel 2.2.4

linke Kontur O
rechte KonturO

Beobachtung 2.2.5
Eine Unterbaumzeichnung verdndert sich nach der Fertigstellung nicht mehr = Erfiillung
von (A4).

Schliefllich: Alle Verschiebungen mittels PREORDER-Traversierung.

Gitterzeichnung: Wiéhle Minimalabstand 2 oder 3 um gerade Differenzen zwischen
den Unterwurzeln zu erreichen.

Problem: Wir miissen die Konturen kennen.

Zusammenschieben auf Minimaldistanz
Folge (parallel)
e rechter Kontur der linken Teilbaums 7;

e linker Kontur des rechten Teilbaums 7,

Beobachtung 2.2.6
Zum Finden der linken Kontur kénnen wir die Kinderzeiger verwenden

e entweder tatsichlich ein Kind
e oder Blatt.

Verwende Extrabit um diese Féalle zu unterscheiden.

Q Kontur

rechtes Kin

linkes Kin
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Bestimmung der Konturen von 7'(v) nach Zusammenfiigung: Nur fiir den Teilbaum ge-
ringer Hohe ist etwas zu tun, im Beispiel rechte Kontur von 7'(v).
Der letzte in alter rechter Kontur von 7, zeigt (mit extra Bit) auf rechtesten Knoten von
T; eine Ebene tiefer, von dort aus weiter in rechter Kontur von 7;.

Analyse:

e (Al)-(A4) sind erfiillt

o Laufzeit:
h(v) := Hohe(T'(v)) + 1
hy(v) := Hohe(T;) + 1
h,(v) := Hohe(T,) + 1
F(T(v)): Zeit fiir Baum T'(v).
Es gilt F(T'(v)) = F(1;) + F(1,) + min{hy(v), h,(v) }

Behauptung 2.2.7
F(T(v)) =n— h(v).

Beweis: Induktion
n=0: F(T(w)=0-0=0
n=1FTWw)=1-1=0

Sei die Behauptung korrekt fiir Baume mit £ < n Knoten. Fiir einen Baum 7'(v) mit n
Knoten hat 7; £ < n Knoten.

F(T(0)) = F(T) + F(T,) + min{hy(v), b, (0)}
=k—hw)+ (n—k—1)—h.(v) + min{h(v), h(v)}
=n—1—h(v)— h(v) + min{h(v), h(v)}
=n — (max{h(v), h.(v)} + 1)
=n— h(v)

Zeit O(n)!!

Wir wissen schon: RT erzielt nicht immer die minimale Breite.
Schlimmer: Es gibt Bindrbdume 7T, fiir die RT Zeichnungen mit Breite ”T“ produziert,
wahrend die optimale Breite 2 ist.
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T, : RT-Breite 3 T, : minimale Breite: 2 T, : RT-Breite 5

Allgemein: T, hat n = 6k + 1 Knoten = k = 2%
T hat RT-Breite 2k + 1 = ”Tfl +1= "T”

2.2.4 Komplexitit der Breitenminimierung

— unter Einhaltung aller Asthetikkriterien bis auf Spiegelsymmetrie

Kontinuierliche z-Koordinaten

Ty
x =] : |. Esgilt: Lineare Optimierungsprobleme der Form
‘CE’IL
(LP) minimiere > 7, c;z;
sodaB Y77 ajx; = b Vie{l,.. k}
Z;‘Zl bijx; > di Yie{l,.. I}
oder kurz:

(LP) min {c'x | Ax =b, Bx >d}
fir cecR?, Ac R BecR>*" bcRF decR

konnen in polynomieller Zeit gelost werden.

Plan: wir formulieren das Breitenminimierungsproblem als LP (in polynomieller Zeit).

Variablen: z; (j € {1,...,n}); L,R € R mit L := linkeste z-Koordinate und R :=
rechteste z-Koordinate.
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Restriktionen:

.77]' L V]E{l,*n}

>
r; < R Vje{l,.. n}

Sei [(j) := linkes Kind von j und r(j) := rechtes Kind von j; auflerdem sei rechtes Kind
rechts und linkes Kind links vom Vater:

1 Vje{l,....n|r(j) existiert}
1 Vje{l,....,n|l(j) existiert}

Tr(j) — j

>
Tj— TG =
— Berechnung durch PREORDER-Traversierung

Mindestabstand 2 zwischen je zwei Knoten auf gleicher Tiefe:

x —ax; > 2V Paare k, [ von Knoten mit Tiefe(k)=Tiefe(l) und k,!
sind auf ihrer Ebene benachbart

— Berechnung durch Breitensuche

Vater weden iiber ihren Kindern zentriert:

Ty — x5 =5 — ) VjEe{L...,n|l(j) und r(j) existieren}
Isomorphe Teilbdume werden bis auf Translation gleich gezeichnet:
Tp(i) — Tj, = Tr(jyr) — iy, ¥ Mengen {ji,...,jx} von Wurzeln isomorpher
Teilbdume mit mindestens zwei Knoten und nicht-

leerem rechten Kind, wobei i € {1,...,k — 1}
Tj, — Ty = Tj, — TiG,)  --- it leerem rechten Kind ...

(Korrespondierende Teilbdume isomorpher Teilbdume sind isomorph; also sind so alle
isomorphen Teilbdume vollstéandig erfafit).

Zielfunktion: minimiere R — L

Bestimmung der Mengen isomorpher Teilbdume

Grundidee: Die INORDER- und die PREORDER-Bearbeitungsreihenfolge charakte-
risieren einen Bindrbaum vollstédndig.

Beipiel 2.2.8
INORDER: DRAWING
PREORDER: WADRNIG
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Konstruktion:

Wir numerieren grundsitzlich in INORDER-Reihenfolge von 1 bis n = |V|. Dann
charakterisiert die PREORDER-Reihenfolge den Baum eindeutig. Im Rahmen einer
POSTORDER-Traversierung ordnen wir jedem Teilbaum die Anzahl seiner Knoten so-
wie die Kodierung des Teilbaums unter ihm zu.

Beipiel 2.2.9

Durch lexikographische Sortierung der Kodierung werden alle isomorphen Teilbdume ad-
jazent in der sortierten Folge (ohne Blétter):

2 ©® @) (© @ (16)  (12) (11)
213 213 213 1324 4213 4213 15324 126435

() (10)
542136879 105421368791112161413 15

1. Konstruktion des LPs in polynomieller Zeit

2. Losen des LPs in polynomieller Zeit

= Das kontinuierliche Breitenminimierungsproblem ist polynomiell 16sbar.
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Ganzzahlige r-Koordinaten

Das Breitenminimierungsproblem (BMP) kann wie vorhin mit der zusétzlichen Restrik-
tion x; ganzzahlig V j € {1,...,n} formuliert werden.

Fiir ganzzahlige lineare Optimierungsprobleme (IP) sind keine polynomiellen Algorithmen
bekannt. Die Entscheidungsvariante BMPEV des Problems lautet:

,, Existiert eine Zeichung mit Breite < W 7¢
Ist BMP in polynomieller Zeit 16sbar, so auch BMPEV.

3SAT

Instanz: Konjunktion £ = Fy A Fo A ... A F, mit F; = (ysn Vyie Vi), t € {1,...,r} und
y;; Literale der Form x; oder 7 fiir eine Boolesche Variable z; € {x1,...,2,}.

Frage: Ist F erfiillbar, d.h. gibt es eine Wahrheitsbelegung fiir x4, ..., x,, so da} £ wahr
ist ?
Wir skizzieren eine polynomielle Reduktion des 3SAT-Problems aut BMPEV.

= Ist BMPEV polynomiell l6sbar, so auch 3SAT. Letzteres ist aber nicht mdoglich, es sei
denn P = NP.

Es gilt: BMPEV € NP (d_a IP € NP), d.h. fiir gegebene x; kann in polynomieller Zeit
verifiziert werden, ob die Asthetikkriterien erfiillt sind und die Breite < W ist.

Reduktion:
Instanz von 3SAT F

polynomielle Transformation
Instanz von BMPEV (T, W)
mit: Baum 7" ist mit Breite < W zeichenbar < FE ist erfiillbar.

Wenn das gelingt, ist gezeigt: BMPEYV ist NP-vollstéindig, BMP ist NP-schwierig.

Konstruktion

FE — Baum T(F)
mit: E erfiillbar < T'(FE) ist mit Breite 24 zeichenbar
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T(E)mit E = (FiANFyA...AF,) Klausel-Baum CT(F) mit F' = (y; + y2 +

ys)

Variablen-Baum V7T'(zy,)

T = ALSE
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x = TRUE T = FALSE
001 23456

01234567

W P
Jo w
U1 Yo
. ¢/} 91
° d2
- .
k-2 > - 9 k-2 > e
A Ak
(a) (b)
Literal-Baum LT (y) mit y = xy
z, = FALSE zr = TRUE

0123 456 01234567

Sl
k-2

P

Ao w Ao

q> P
q

e :;'qkl :;'q“
(a) (b)

Literal-Baum LT (y) mit y = Ty,

W

Der Klausel-Baum CT'(F') mit F' = (z1 + T2 + x4). Die Raute ist Wurzel von CT(F'); die
Quadrate sind Wurzeln der drei Literal-Baume; die (leeren) Kreise sind die Wurzeln der
drei Variablen-Baume.
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0.1.2.345 .6.7.8.9.101112131415 16.17.1819.202122 23 24

““““““
]]]]ﬂ] ““““ ]]:]]]]]‘]]]]
““““““
R uEEE R
[] [1 [1
““““““
]]]:]]]]]]]]]]]]]]]]]]]]]]]
BRRBZERRR NN Dop
RIS OIR Y RIS oy E R AR ORI SIS

Plazierung 7 von T'(£) mit

E=(x14+To+T3) AN (T1 + 22+ x4) AN (T2 + T3 + Ty)

Die Rauten sind Wurzeln der Klausel-Béaume; die Quadrate sind Wurzeln der drei Literal-
Baume; die (leeren) Kreise sind die Wurzeln der drei Variablen-Béume. 7 entspricht der
Wahrheitsbelegung, die 1, z2, x4 wahr und x5 falsch macht.

Satz 2.2.10
BMPEYV ist NP-vollstindig, insbesondere auch, wenn W = 24.

Korollar 2.2.11 )
Fulls P # NP, so existiert kein polynomieller Algorithmus A, der eine die Asthetikkrite-

rien erfillende Zeichnung mit ganzzahligen Koordinaten liefert, so daf$ die Breite kleiner
als % der kleinstmdglichen Breite ist.
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informal: Die Approximation der minimalen Breite bis auf ca. 4% ist NP-schwierig.

2.3 Zeichnen von allgemeinen Biumen

Beobachtung 2.3.1
Im allgemeinen Wurzelbaum gibt es kein linkes und kein rechtes Kind, sondern nur ein
linkes dufleres und ein rechtes dufleres Kind.

Konvention

aber nicht:

P

= (A2) fallt weg. Algorithmus von RT kann verallgemeinert werden auf allgemeine
Béaume. Problem:

1. (A2) wird weiterhin beachtet

2. kleine Unterbdume zwischen grofien Unterbdumen werden zum linken Unterbaum
hin gezeichnet.

3. Aus 2. folgt, dal (A4) nicht mehr erfiillt wird

2.3.1 Idee (nach Walker (1990) [Wal90])

Traversiere Unterbdume eines Knotens von links nach rechts. Wird ein Unterbaum z nach
rechts um einen Wert d verschoben damit es zu keiner Uberschneidung mit einem Unter-
baum y links von  kommt, dann verschiebe alle zwischen x und y liegenden Unterbédume
21, ... 21 Wie folgt:

z; wird verschoben um: i - k;il Vi=1,...,k

2.3.2 Skizze des Algorithmus
(i) Durchlaufe Baum in POSTORDER.

vV Knoten: bestimme prelim, die vorlaufige Koordinate, sowie die Modifikation

(ii) PREORDER-Traversierung: verschiebe Unterbaum 7'(v) um den in v angegebenen
Modifier.

Zu (7): Sei u ein Knoten aus Kontur eines Unterbaumes 7'(v) mit Wurzel r. Dann ist
> (u) die Summe der Modifikationen aller Knoten auf dem eindeutigen Pfad u nach v
(ohne u!).
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Die Summe ) (u) wird bendtigt, um zu bestimmen, wieviel ein Knoten relativ zur gerade
betrachteten Unterbaumwurzel nach rechts verschoben wird.

= nur so konnen wir Kollisionen mit benachbarten Baumen bestimmen.

Konkret: Sei v € T'(v); vy, ..., v, Kinder von v.
(i) Vi =1,..., k bestimme rekursiv Positionen und Modifikationen der Knoten in 7'(v;).
(ii) Traversiere vy, ..., v von links nach rechts; Vi = 2,..., k verschiebe T'(v;) solange

bis T'(v;) mit keinem Baum 7T'(vy),...,T(v;—1) kollidiert. Verteile dabei erzeugte
Absténde gleichméBig auf kleinere dazwischenliegende Baume.
Genauer: Durchlaufe Knoten w aus linker Kontur von T'(v;) bis entweder
e w ist letzter Knoten aus linker Kontur oder
e w hat keinen linken Nachbarn in 7'(v)
Sei u linker Nachbar aus 7'(v;) mit j € {1,...,4 — 1}. Bestimme ) (u) und >_(w).
Ist prelim (u) + > (u) + ¢ > prelim (w) + Y _(w), so verschiebe T'(v;) um
prelim(u) + Z(u) +c— prelim(w) — Z(w)
wobei ¢ ~ minimaler Knotenabstand und evtl. anderes.

Ist u auf unterster Schicht von 7'(v;), so sei d;; die Summe der Verschiebungen um Kol-
lisionen zu vermeiden. Fiir alle dazwischenliegenden Baume T'(v;) mit [ =j+1,...,1—1
verschiebe T'(v;) um

d:
[ —j) —2
(—7) "

Schwiichen der Publikation von Walker [Wal90]:

1) O(n?) zur Bestimmung der Konturen (getleftmost)
) O(n*) zur Bestimmung von Y fiir jeden Knoten aus der Kontur
) O(n?) fiir Verschieben in jeder Schicht

4) O(n?) fiir Abbruchkriterium
) O(n%)

O(n?) fiir die Verschiebung der kleineren Biume

2.3.3 Konzepte fiir einen Linearzeit Algorithmus

zu 1) Bestimmung der Kontur der Unterbdume wie bei Reingold & Tilford [RT81]. Benétig-
te Zeit O(n).

zu 2) Bestimmung der summierten Modifikatoren entlang der Kontur.
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Problem: Wir konnen nicht einfach die Kontur entlanglaufen, um fiir jeden Kno-
ten w sein Y (w) zu bestimmen.

Beipiel 2.3.2

Beobachtung 2.3.3

Solange immer iiber linkestes (rechtestes) Kind der néchste Knoten auf der linken
(rechten) Kontur erreicht wird, kann ¥ fiir alle Knoten in O(1) Zeit pro Knoten
bestimmt werden.

Entwicklung eines Losungsansatzes: Threads entstehen durch Kombination
der Konturen zweier benachbarter Unterbdume. Dabei wird die Kontur des grosse-
ren Baumes bis zum Thread gescannt. Wir nutzen dies aus.

Beipiel 2.3.4
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Losung: Sei (y,x) ein Thread mit lev(y) = lev(z) — 1 [lev(v) = Tiefe(v)], dann
speichere in  den Wert ¥(z) — 3(y). Dieser Wert beschreibt den Abstand von y
und z in dem neuen Unterbaum.

zu 3) Verschiebung der Unterbdume: Nicht in jeder Schicht, sondern einmal.

zu 4) Abbruchkriterium klar wegen Kontur.

zu 5) Verschiebung der kleineren Unterbdume:

Merke fiir neu eingefiigt Threads zu welchem Unterbaum dieser Thread wechselt.

Wir diirfen nicht nachdem 7'(v;) relativ zu T'(v;) j < i verschoben wurde

T(Uj+1), v ,T(Ui_l)

verschieben, sonst O(n?).

L T T T T T

Beipiel 2.3.6

Beobachtung 2.3.7

Muf ein Baum 7'(v;) zwischen zwei Baumen 7'(v;) und 7'(v;) um den Wert (I—j) Z.d_”;
verschoben werden, so mufl 7'(v;—1) um den Werte ({—j) f_i] - f_ij verschoben werden.

Definition 2.3.8
(t—1-— j)zd_”] sei die mazximale Anderung , zd_”] sei die Anderung .

Idee: Durchlaufe die Unterbdume eines Knotens von rechts nach links. Verschie-
be einen Unterbaum 7'(v;) um den Betrag um den T'(v;41) verschoben wurde ver-
mindert um die Summe der Anderungen erhéht um die Summe der maximalen
Anderung die in T'(v;) beginnt.

Erzeuge 5 Arrays der GroBle £ — 1 in V' (K = Anzahl der Kinder von v)
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Maximale Anderung MA
Anderung A
Ende der Anderung EA

Fiille diese wéhrend der Verschiebung von Unterbdumen von links nach rechts aus,

Summe der Verschiebungen XV
Summe der Anderungen YA

Berechnung im 2. Durchlauf von rechts nach links.

MA[i] speichert die maximale Anderung die in Baum T'(v;) beginnt. (Soll-
ten mehrere maximale Anerungen in 7'(v;) beginnen, so speichert
MA[i] die Summer dieser maximalen Anderungen).
AJi]  speichert die (Summe der) Anderungen bezogen auf MA[i+1].
EAJi] speichert die Summe der Enden der Anderungen.
YV]i] speichert die Summe der Verschiebungen des Baumes 7'(v;).
YAJi] speichert die kummulierte Anderung.

Rechenregel: (Reihenfolge wichtig)

1. YA[i]= SA[i+1]+A[j]-EA[i]
2. YVJi]= LV[i+1]+MA[i]—SA[i]

O(n)!
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Kapitel 3

Kraftebasierte Verfahren

3.1 Modell

3.1.1 Grundidee

e Knoten: elektrisch gelandene Partikel, die sich gegenseitig abstoflen
e Kanten: Federn

e gesucht: Zustand minimaler Energie

Kraftebasierte Verfahren sind charakterisiert durch:

e das Modell: ein durch die Knoten und Kanten definiertes Kraftesystem, d.h. ein
physikalisches Modell — Definition der Asthetikkriterien

e der Algorithmus: ein Rechenverfahren, welches eine Approximation eines Gleichge-
wichtszustandes des Kriftesystems liefert: eine Position fiir jeden Knoten, so daf3
an jedem Knoten die Kraft 0 wirkt.

e intuitiv leicht versténdlich
e leicht zu programmieren
e gute Resultate fiir diinne Graphen

e existieren schon lange, z.B. Tutte (,How to draw a graph“ (1960,1963) [Tut60]
[Tut63)])

e viele Varianten publiziert
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3.1.2 Einige Beispielzeichnungen

Mit dem GEM-Algorithmus gezeichne- Mit einem Kréfteverfahren gezeichne-
tes Ikosaeder (A. Frickund A. Ludwig) ter Dodekaeder (U. Erlingsson und M.
Krishnamoorthy)

Graph, der das Verfolgen von Links im Internet wiederspiegelt und mit einem einfachen
Kreiifteverfahren gezeichnet ist (J. Fenwick, D. Thompson und R. Stacey)
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7
\

Mit einem einfachen Kriafteverfahren Dieser Hyperkubus wurde mit einem
gezeichneter Graph (Tom Sawyer Soft- Verfahren von Tunkelang gezeichnet.
ware)

Mit einem experimentellen einfachen Krifteverfahren von Tom Sawyer Software
gezeichneter Fufiball (A. Frick)
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Kraft an einem Knoten v € V'

F)= Y fuwt+ Y. guw

(u,w)EE (u,v)EV XV
wobei
fuw = Kraft durch Feder zwischen v und v,
Juww = elektrische Abstoflung zwischen v und v

fuw ist proportional zur Differenz zwischen der Distanz von v und v und der 0-Energie-
Lénge der Feder (Hooke’sches Gesetz) , und g,, umgekehrt proportional zum Quadrat
der Distanz von u und v

Fiir p, g € R" sei

d(p,q) =

der Euklidische Abstand von p und gq.

Wir beschridnken uns auf den zweidimensionalen Fall (n = 2). (Analoge Konstruktionen
sind auch im dreidimensionalen Fall moglich.)

Position von Knoten v € V' : p, (5())

v

D.h. z-Komponente F(v):

(2)
Ty — Ty kuv Ty — Ty

) -
P pepll 2, w1 (e )]
(y-Komponente analog).
mit:
l.w = natiirliche (0-Energie)-Lénge der Feder zwischen u und v
kY = Steife der Feder
2 = Stirke der elektrischen Abstoung zwischen u und v

Modellierte Asthetikkriterien:
e Tendenz zur Ideallinge von Kanten
e Knoten nicht zu nahe zusammen

e (indirekt:) Tendenz zur Symmetrie

e BeeinfluSbarkeit durch Wahl der Parameter [,,,, kfj,), E2)
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3.1.3 Einfacher Algorithmus

1. Starte mit zufélligen Positionen p, Vv € V
2. Tteriere:

e Berechne Krifte F(v) Vv eV
e Modifiziere p, leicht in Richtung F'(v)

Py —py+e-Flo)VveV

bis Modifikation klein genug ist.
25 = ’ - - 2 B J = b.

3.2 Alteste Variante (Tutte (1960,1963) [Tut60] [Tut63])

e, =0V (u,v) e E

o k) =1 V(u,v) €E
e keine elektrischen Krifte

D.h.:

F) = 3 (pu—p)

(uw)EE

Problem: p,=0Vwv €V ist optimal: keine gute Zeichnung

Ausweg: Fixiere Position von wenigstens drei Knoten, etwa als Ecken eines konvexen
Polygons (,,Festnageln“) und bestimme Positionen p, der anderen (freien) Knoten v € V,
so dafl F'(v) = 0.

D.h. I6se das Gleichungssystem

Z (yu_yv) = O

(u,w)EE
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Notation: V =1,UV; (VyNV] = @) mit

Vo(v) = Menge der fixierten Knoten
Vi(v) = Menge der freien Knoten

Fiir v € V seien:

No(v) = {u € Vi | (u,v) € E} Menge der fixierten Nachbarn von v
Ni(v) ={u € V1 | (u,v) € E} Menge der freien Nachbarn von v
A(v) = {(u,v) | (u,v) € E}| Grad von v

*

Fiir v € Vj sei (;CZ) die fixierte Position von v.

v

Wir erhalten das Gleichungssystem

Av)z, — Z T, = Z x, YveV

u€N1(v) w€ENg(v)
AWy — Y vu = D, yh WEW
uEN1 (v) wENg(v)

mit je |V1]| Unbekannten und Gleichungen

— Lineare Algebra, Numerik; schnelle Methoden fiir diinn besetzte Matrizen bekannt.
Geometrische Interpretation der Losung: Jeder freie Knoten liegt im Schwerpunkt
seiner Nachbarn.

— Schwerpunkt-Method (Barycenter Methode).

3.2.1 Beispiel

0,1) .1

(0.0) (1.0
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1. Experiment: rote und griine Kanten
Matrix A: Gleichungssysteme: Losungen:
4 -1 0 -1 -1 0 1 0.375 0.675
-1 4 -1 0 -1 1 1 0.625 0.675
0 -1 4 -1 -1 Ar=|1|,Ay= 1[0 x=10.625],y=10.375
-1 0 -1 4 -1 0 0 0.375 0.375
-1 -1 -1 -1 4 0 0 0.5 0.5
(0,1) (1.1
o
(0.0 (1.0
2. Experiment: nur rote Kanten
Matrix A: Losungen:
3 -1 0 -1 0 0.203 0.536
-1 3 -1 0 -1 0.348 0.348
0O -1 3 -1 0 r= 105361, y=10.203
-1 0 -1 4 -1 0.261 0.261
o -1 0 -1 2 0.304 0.304

0.1

(0.0)

(1.0
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3. Experiment: wie (1) nur ohne Knoten 5

Matrix A: Losungen:
3 -1 0 -1 1/3 2/3
-1 3 -1 0 . 2/3 12/3
0 -1 3 -1 e 1y
-1 0 -1 3 1/3 1/3

©.1) @

o

(0.0) (1.0!

4. Experiment: wie (3), aber mit Diagonalen (1,3), (2,4)

Matrix A: Losungen:
4 -1 -1 -1 0.4 0.6
1 4 -1 -1 fos] o6
—1 -1 4 -1 R OXCH IR (W
-1 -1 -1 4 0.4 0.4
(0,1) 1,1
]

(0.0) (1.0
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3.3 Einige Definitionen

Sei G = (V, E) ein Graph und G\v := (V', ') mit V' = V\{v}, E' = {(u,w) € E | u #
v # w}.

v ist ein Separationsknoten, wenn G'\v nicht zusammenhéngend ist.

Ein Graph G = (V, E)) ohne Separationsknoten ist 2-zusammenhingend. Die inklu-
sionsminimalen 2-zusammenhédngenden Subgraphen heiflen Blocke oder 2-Zusammen-

hangskomponenten von G.

,» Separationsknoter

/, \‘ l’
/’ \ v
\, ’
- —0

Zwei Knoten u,v eines 2-zusammenhédngenden Graphen G = (V, E) heiflen Separati-
onspaar, falls (G\u)\v nicht zusammenhangend ist, z.B.

- \; Separationspaa
/

Ein Graph G = (V, ) ohne Separationspaar ist 3-zusammenhéngend, z.B. der Kj:

Eine Zeichnung eines Graphen heifit planar, falls sich keine Kanten schneiden (aufler an
den Endknoten).

Ein Graph heifit planar, wenn er eine planare Zeichnung hat, z.B.:

= =

@

@ @

@ &

AuBenfand”

(1)-(4) Lander
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Satz 3.3.1

Sei G ein 3-zusammenhdngender planarer Graph, f ein Land in einer planaren Einbettung
von G und P eine streng konveze planare Zeichnung von f. Werden die Knoten von f
gemafl P fixiert, so liefert die Schwerpunktmethode eine konveze planare Zeichnung von
G, d.h. jedes Land ist ein konvexes Polygon.

Beipiel 3.3.2
Barycenter-Methode-Abbildung

Beobachtung 3.3.3
Schlechte Auflosung.

Ubung: Es wird exponentieller Platz benotigt.

Spéter: Planare Zeichnungen mit geraden Kanten und nur O(|V|?) Platz.
(Deshalb verzichten wir hier auf einen Beweis des Satzes.)

3.4 Simulation graphentheoretischer Distanzen
durch Krifte

J. B. Kruskal & J. B. Seary (1980) [KSS0)
T. Kamada & S. Kawai (1989) [KK89]

Sei G = (V, F) zusammenhingend und u,v € V

d(u,v) = Anzahl der Kanten auf einem kiirzesten (u,v)-Weg. (Berechnung: IN-
FORMATIK I: Dijkstra’s Algorithmus)

Kraft zwischen » und v:
kuv(d(puvpv) - 5(“‘ U))

Die potentielle Energie der (u, v)-Feder wird beschrieben durch die Stammfunktion

SHunldlpu, ) = 8(u,0) .

Wahl des Steife-Paramters k,,,:
k

d(u,v)?

mit einer Konstanten k (Stdrkere Feder zwischen graphentheoretisch nahen Knoten).
= potentielle Energie in (u,v)-Feder:

kuv =
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= potentielle Energie der Zeichnung:

u,veV
UFAv

Notwendige Bedingungen fiir minimales 7:

on _0 on

Bz, B, =0 YveV

Nichtlineare Gleichungen.

3.4.1 Loésungsmethode von Kamada & Kawai [KK89]

Iteriere
v=Knoten mit groBiter Kraft

o\ 2 .\ o \?
0z, Yy
Verschiebe v in eine energieminimale Position (bei festen Positionen

der anderen Knoten)
bis Verschiebung einen Schwellwert unterschreitet.

Visualisierung des Prozesses:

3.4.2 Magnetische Felder
K. Sugiyama & K. Misue (1995) [SM95]

sk

Die Felder sind magnetisch und es gibt ein dufleres magnetisches Feld.
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Richtung des aul3ere
Magnetfeldes

Rotationskraft (Torsion) proportional zu

d(pu,py)®¢” (o, B konstant)

So kann man z.B. gerichtete Graphen zeichnen, so daf§ eine Verzugsrichtung eingehalten
wird.

Beipiel 3.4.1

3.5 Allgemeine Energie-Funktionen
R. Davidson & D. Harel (1996) [DH96]

minimiere 7 = A1y + Aama + -+ - + A1
A; : Parameter
n; : Energiefunktionen als Modelle fiir Asthetikkriterien

z.B. DH[1996]:
1

m = — % AbstoBung von Knoten

1 U;V (d(pu, p0))? ( )

1 1 1 1
nZ(—+l—+t—+b—)
N3 = Z (d(puspy))®  (kurze Kanten)
(uv)EE

N4 = Zahl der Kreuzungen
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(Tuy Luy tu, by, Abstéinde zu dem rechten, linken, oberen und unteren Rand der Zeichenfléiche.)
Approximation eines Energieminimums durch “Simulated Annealing”.

Beipiel 3.5.1

(a) (b)

(c) (d)

Zeichnung eines 12 Knoten Grpahens: (a) ist eine sehr gute Zeichnung, die nicht mit
Simulated Annealing erzeugt wurde; (b), (¢) und (d) wurden durch den Gebrauch einer
Allgemeinen Ernergiefunktion mit unterschiedlichen Koeffzienten erstellt. Der minimale
Energiezustand wurde durch Simulated Annealing gefunden (Davidson, Harel [DH96]).

3.5.1 Nebenbedingungen
Verschiedene Varianten implementieren z.B.

e Positionsbedingungen:

Einschréankungen des Bereichs, in dem sich Knoten bewegen diirfen.

e Feste Subgraphen:
Vorgegebene Subgraphen werden bis auf Translation und Rotation immer gleich-
gezeichnet.

e Geometrisches Clustering:
Vorgegebene Knotenmengen (Cluster) sollen nahe beieinander gezeichnet werden.

Implementierung etwa wie folgt

/" ein kiinstlicher Kontes
* pro Cluster

‘ ””””””””””” -<—= anziehende Kréfte

- = abstolRende Krafte
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Kapitel 4

Hierarchische Verfahren

4.1 Grundidee

Urspriingliche Idee: K. Sugiyama, S. Tagawa & M. Toda (1981) [STT81]
und seitdem: Zahlreiche Variationen.

Hier: allgmeine gerichtete Graphen G = (V| E).

Sehr populér, in fast jeder Graph-Drawing Software implementiert.
Falls G gerichtete Kreise enthélt:
Andere Richtung von méglichst wenigen Kanten, so dafi G azyklisch wird.
[Ein NP-schwieriges Problem, Bemerkungen dazu spéter]
Falls G ungerichtet ist:
Richte die Kanten so, dafl keine gerichteten Kreise entstehen.

Ab jetzt: G = (V, FE) ist ein DAG (= Directed Acyclic Graph).

Einige Beispielzeichnungen:

Schichtzeichnung konstruiert durch
D-ABDUCTOR (K. Misue)




48 Hierarchische Verfahren

Schichtzeichnung konstruiert durch Tom SAWYER TOOLKIT (Tom Sawyer Software)

3 Phasen:

1. Schichtzuweisung

Zuweisung der Knoten zu Schichten — Zuordnung der y-Koordinaten

2. Kreuzungsminimierung

Bestimmung von Knotenpermutationen innerhalb der Schichten, so dafl wenige
Kreuzungen entstehen.

3. Horizontale Koordinatenzuweisung
— Zuweisung der xz-Koordinaten
Schichtzuweisung: Partition V =V, UVaU...U Vi, so daf fir alle (u,v) € E gilt:

ueVi,veVy=1>j
h : Hohe des geschichteten Digraphen.
Breite des geschichteten Digraphen:
max |Vj|
1<i<h

Einfache Schichtung:

V(uwv)eE:ueV,veV,=>i=j+1

Ly @ y=h
Lns y=h-1

L, : y=3

Zeichenkonvention:

L, y=2
L, —O y=1
nicht
einfach!

Manchmal natiirliche Schichtzuweisung, z.B. zeitliche Abldufe.

Sonst: Berechnung
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Anforderungen:
1. Kompaktheit: kleine Héhe und Breite

2. einfache Schichtung (wegen Kreuzungsminimierung)

— erreichbar durch Einfithrung von kiinstlichen Knoten

3. wenige kiinstliche Knoten (bis zu ~ n? mdoglich)
Positiver Einflul auf spatere Phasen (Laufzeit abhédngig von der Knotenanzahl (echt
und kiinstlich))
— Knicke nur an kiinstlichen Knoten

— kurze Kanten i.a. besser

4.2 Phase 1: Schichtzuweisung

4.2.1 Langster-Pfad-Schichtung
Zunéchst Standardalgorithmus: TOPOLOGISCHE SORTIERUNG .

Abbildung: tsnum : V — {1,...,n} mit:

(u,v) € E = tsnum(u) < tsnum(w)

4.2.2 Algorithmus TOPSORT

Q = ; numinQ=0; newnuminQ=0;
forall (v € V) indegreel[v]=0;
forall ((u,v) € F) indegreel[v]++;
forall v € V if (indegreel[v]==0) {
Q < v;
numinQ++;
}
count=1;
acount=1; (*) Modifikation
while (numinQ) {
for (i=0, i<numinQ, i++) {

vo<= Q)
tsnum[v] = count++;
level[v] = acount; // (x) Modifikation

forall ((v,w) € E) {
indegree [w]--;
if (indegree[w]==0) {
) < w; newnuminQ++;

}
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}
numin{ = newnuminQ;
newnumin@Q = O;
acount++; // (*) Modifikation
}
// (%) Modifikation
forall (v € V) levellv] = acount - levell[v];

Wir benutzen eine Schlange (queue) Q.
Die Laufzeit ist offensichtlich O(|V| + |E]), aber die topologische Sortierung ist nicht
eindeutig, z.B.

©O)

Leichte Modifikation (siehe (*) in Algorithmus) ergibt Schichtenzuordnung in gleicher
Zeit.

Eigenschaften
e sehr effizient
e Hohe ist Minimum (= Lénge eines ldngsten gerichteten Pfades in G)

e keine Kontrolle iiber die Breite

i
Ava
v

4.2.3 Schichtung mit Breitenminimierung

Das Problem bei, minmaler Héhe H die Breite W zu minimieren, ist NP-schwierig.

4.2.4 Beweisskizze

Folgendes Problem ist NP-schwierig:
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MULTIPROCESSOR SCHEDULING PROBLEM (MSP)

Gegeben: W Prozessoren, Zeit H,
n Aufgaben mit Laufzeit 1,
DAG G = (V,E) mit |[V|=n
(u,v) € E < u muf vor v erledigt werden

Frage: Kann alles in Zeit H erledigt werden?
Daraus folgt direkt die NP-Schwierigkeit der Breitenminimierung.

Positiver Aspekt: Heuristiken fiir MSP sind direkt iibertragbar.

4.2.5 Coffman-Graham-Schichtung
Lexikographische Ordnung auf endlichen Teilmengen N. Fiir S, T € N, |S|, |T| < oo gilt:

S < T falls
S=0, TH#D
oder S# o, T+#a, max(S) < max(T)
oder S+ o, T#a, max(S) =max(T), S\{maz(S)} < T\{max(T)}

Beipiel 4.2.1
g < {1}
{1,2,3} < {1,4}
{2,4,7} < {3,4,7}

Algorithmus

Input: DAGG=(V,E), W eN
Output: Schichtung mit Breite < W

G = transitive Reduktion von G;
for (i=1; ¢ < |V|; i++) 7[if =o00; // 1. Initialisierung
for (i=1; i < |V|; i++) {
wahle v € V mit 7[v| =00 und
{m (v) | (uw,v) € FE } Minimum bzgl. "<"
w[v] = i;
}
k=1, V, = o, U = g,
while (U # V) {
if [Vi| <W und ein u € V \ U existiert mit
YV (ww) € E: w e UV {
wihle ein solches w mit 7(u) Maximum;
Vk:‘/k U {u},
U=U U {u};
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}

else {
E++; Vi =9;
}

}

Beipiel 4.2.2

Beide Losungen sind optimal, aber i.a. gilt ,nur®:

Satz 4.2.3
Sei hypin die minimale Hohe einer Schichtung mit Breite W. Dann gilt fir die Hohe h
der Coffmann-Graham-Schichtung:

2
h<|2-— 'hmin
<)

Achtung: Das macht nur Sinn, wenn die Grofe kiinstlicher Knoten sehr viel kleiner als
die echter Knoten ist (das ist z.B. der Fall, wenn die Knoten Texte enthalten).

O

4.2.6 Minimierung der Anzahl kiinstlicher Knoten

Y, € N vertikale Koordinate des Knoten v.

Problem:

minimiere  »Z, cpYu — Yo

so daB Yo — Yo > 1 (V(u,v) € F)

Yy €N (Vv eV)

Das LP ohne die Ganzzahligkeitsbedingung hat eine ganzzahlige Losung, der Simplex-
Algorithmus findet eine ganzzahlige Losung, denn die Matrix der Nebenbedingungen ist
total unimodular, d.h. die Determinanten aller quadratischen Submatrizen sind 0, 1 oder
—1.
Es gibt schnelle spezialisierte Techniken zur Losung dieses Problems — Min-Cost-Flow-
Algorithmen.
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4.3 Phase 2: Kreuzungsminimierung

Bestimmung von Knotenpermutationen innerhalb der Schichten, so dafl so wenige Kreu-
zungen wie moglich enstehen.

Definition 4.3.1 .
Fin Graph G = (V, E) heifit bipartit, falls es eine Partition V=V, U Vo, ViNVy =@
gibt, so daff V¥V (u,v) € E gilt:

ueVi,veV,=1#]

4.3.1 Komplexitit
Vorbemerkungen

M.R. Garey und D.S.Johnson (1983) [GJ83] haben bewiesen, dafi das allgemeine Kreu-
zungsproblem fiir G = (V, F) und K € N

, Gibt es eine Zeichnung von G auf der Ebene mit hochstens K Knoteniiberkreuzungen*

NP-vollstéandig ist.

Ein ,,Abfallprodukt® dieser Arbeit ist ein Beweis, dafl folgendes Problem NP-vollstandig
ist:

4.3.2 BIPARTITE MULTIGRAPH KREUZUNGSZAHL (BMKZ)

Eingabe: zusammenhéngeder bipartiter Multigraph (parallele Kanten zugelassen) G =
(Vi, Vi, E), Zahl K € N.

Frage: Existiert eine Zeichnung von G im Einheitsquadrat, in der alle v € V; auf der
Nordgrenze und alle v € V5 auf der Siidgrenze plaziert werden und in der hochstens K
Kantenkreuzungen vorkommen?

Satz 4.3.2 (Garey & Johnson) [GJ83]
BMKZ ist NP-vollstindig.

Beweis: BMKZ € NP: Kreuzungen zihlen.

Transformation vom NP-vollstdndigen Problem:

OPTIMAL LINEAR ARRANGEMENT (OLA)

Eingabe: Graph G = (V,E), K € N
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Frage: Existiert eine Bijektion

Fr V=L LV mit > [f(u) - f(v)] < K?

(u,w)EE

Sei (G = (V, E), K) eine Instanz von OLA und V' = {vy,...,v,}. OBdA sei G zusam-
menhéngend. Konstruktion einer Instanz (G" = (V1, Va2, By N Es), K') von BMKZ:

Vi = {u,...,u,}

‘/2 = {wl,...,wn}
B, = {|E|* Kopien von (u;w;) | 1 <i <n}
E2 = {(uiawj) | 1< ] VAN (vi,vj) - E}

K' = |BP- (K| - E])+ (B - 1)
Es gilt:
e Die Konstruktion ist in Polynomialzeit moglich.
e (& ist auch zusammenhingend.

Wir zeigen:

(G, K) ist eine JA-Instanz fiir OLA
gdw.
(G', K') ist eine JA-Instanz fir BMKZ

“=" Gegeben [ mit Z(U’U)EE |f(u) — f(v)| < K. Konstruktion eines Layouts von G":

rKoordinaten (Ml)
n+l
(0,1) @y
=
— K
W,
0.0 \/L ao
: f(v)
Koordinaten n+l’0)

Jede rote Kante (u;,w;) € Ey kreuzt (|f(v;) — f(v;)] — 1) - |E|* schwarze Kanten
aus Fj.

= Gesamtzahl der rot-schwarz-Kreuzungen

> (@) = f) =1 EP < (K~ |E])- B

(u)EE
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Gesamtzahl der Kreuzungen zwischen roten Kanten aus Fs ist hochstens

B —1.

= Gesamtzahl aller Kreuzungen ist hochstens

(K — |E|) - |EP + |EP —1 = K.

" Gegeben Zeichnung mit hochstens K’ Kreuzungen. Konstruktion von Bijektionen

fiVi= {12, .0}
fo: Vo —A{1,2,... ,n}

durch Numerierung von Westen nach Osten. Es muf} gelten fi(u;) = fa(w;) V1 <
i < n, sonst wiirde eine Kreuzung von zwei Parallelbiindeln bereits | E|* Kreuzungen
schwarz/schwarz erzeugen, Widerspruch zu #Kreuzungen< K.

= Die Zeichnung ist im wesentlichen die vorhin gezeigte.

= Jede rote Kante (u;,w;) € £y wird wenigstens

(1f1(v) = fi(w)l = 1) - [ B
mal gekreuzt. (So oft mit schwarzen, hinzu kommen andere rote Kanten.)

= Yuwer ([ilw) = @) = 1) - |EP <K'= (K = |E]) - |[E + (B = 1)

= Yuwer (ilw) = i) 1) < K - |E]|

= 2uwes N1(W) = (W) < K

O

Aus diesem Satz folgern unser Lehrbuch (und viele Aufsiitze), dafl Kreuzungsminimierung
in geschichteten Graphen NP-schwierig ist, insbesondere schon fiir zwei Schichten. Das
ist nicht bewiesen, aber vermutlich richtig. (Forschungs-7) Aufgabe: Beweis!

Wir gehen als Arbeitshypothese davon aus.

Grundprinzip der gingigen Heuristiken

“Layer-by-Layer-Sweep”: Traversierung der Schichten runter und rauf :

Betrachte nur zwei benachbarte Schichten, fixiere die Permutation der zuvor besuch-

ten Schicht und permutiere auf aktueller Schicht mit dem Ziel weniger Kreuzungen:

yoN
L )

permutiere

(L7 Pl
(8 8]

ignoriere
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neues Problem:

4.3.3 2-Schichten-Kreuzungsminimierung mit einer fixierten
Schicht (2SKM1F)

Zugehoriges Entscheidungsproblem (E2SKM1F) wie BKMZ, aber
e Positionen auf der Nordgrenze fixiert (Teil der Eingabe)
e cinfacher Graph

Schlechte Nachricht:

Satz 4.3.3 (P. Eades & M. Wormald (1994) [EW94])
E2SKM1F ist NP-vollstindig.

Beweis: E2SKMIF € NP: klar (zéhlen).
Transformation vom NP-vollstdndigen Problem

FEEDBACK ARC SET (FAS)

Eingabe: Digraph D = (U,B), K € N

Frage: Existiert A C B mit |A] < K, so dal D' = (U, B\A) azyklisch ist? (A heifit
“feedback arc set”)

K=3 JA! [rote entfernen

K=2 NEIN!

Gegeben Instanz (D, K) von FAS, Konstruktion einer Instanz (G = (V4, Va, E), M) von
E2SKMI1F:

UC’ ) mit C'(b) = {e1(b), c2(b), . . . 706(6)]:

beB
Vo=U
E : Fiir jedes Paar v € U, b € B zwei Kanten in E ndmlich

(u, c1(b)), (u, c5(b)), falls b = uv

(u, 02( ), (u c(D)), falls b = vu

(u,c u, c4(b)), falls u nicht inzident mit b

3(0)). (
(\BI> (IUI) |B|(IU|2— 2)+4|B|(|U|_2)+|B|+2K

TV
“Klumpen” von 6 Knoten
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Beipiel 4.3.4

Ul=4 |Bl=5 K=1

o\ (4 2
M=4 4.5-2 2
(5)(5) +3(5) +a-5-2454

=4-10-6+5+4-5-2+5+2
=240+5+40+5+2
=292

Sei 7 eine beliebige Permutation von Vi, in der jeder Klumpen zusammen und in natiirli-
cher Ordnung ist, d.h. m;(c;(b)) < m1(c;(b)) fiir 1 <i < j<6und be B.

Wir zeigen:

D hat FAS der Grofle hochstens K
gdw.
4 Permutation 7y von V5, die héchstens M Kreuzungen erzeugt.

Lemma 4.3.5
Ist mo eine Permutation von Va und B = {(u,v) € B | ma(u) > ma(v)}, so gibt es

4('?') ('g') - |B|(|U|2_ 2) +4|BI(U| - 2) + |B| + 2B

Kreuzungen.

Beweis: Kreuzungen zwischen verschiedenen Klumpen
a,be B,a#b

'/ Kreuzungen innerhalb werden hier nicht berUcksichﬁg\
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4(“2]‘) Kreuzungen zwischen Kanten, die inzident mit C'(a) und C(b) sind

= 4(“23 |) ('g‘) Kreuzungen zwischen Kanten verschiedener Klumpen. ()

Kreuzungen innerhalb eines Klumpens
a=(u,v)€B

|U|-2 Jede bunte Kante kreuzt ein
von—— und\_ .
UI-2} g
5 reuzungen 4(]U|-2) Kreuzungen

aulRerdem Kreuzungen zwisct
— und N\
1,falls , (u) <18 (V)
3,falls 1, (u) >, (v)

= Gesamtzahl der Kreuzungen zwischen Kanten von C'(a):

(|U|2_ 2) +4(|U] — 2) + 1, falls ma(u) < ma(v)

<|U| - 2) +4(|U| — 2) + 3, falls mo(u) > ma(v)
9 —

Definition vonB’

= Summe iiber alle Klumpen
|U| —2 /
IBI\" 5 ) T4BI(UI=2) + Bl +2|B] ()

= insgesamt (x) + (**) wie behauptet.

weiter 1m Beweis des Satzes:

“=" D hat FAS B’ der Grofe hochstens K (|B'| = K)
= D' = (U, B\B') ist azyklisch.

Bestimme 75 mittels TOPSORT.

Lemma

= hochstens M Kreuzungen.

“«<" 4 Permutation my von V5, die héchstens M Kreuzungen erzeugt.
Sei B' = {(u,v) € B | ma(u) > ma(v)}.
bemgna |B'| < K und D' = (U, B\B') ist azyklisch, d.h. B’ ist ein FAS.
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Plan: Vorstellung und (experimentelle) Analyse verschiedener Heuristiken und (trotz-
dem) exakter Algorithmus fiir 2SKM1F.

4.3.4 Ziahlen der Kreuzungen in einer gegebenen 2-Schichten-
Zeichnung

Beobachtung 4.3.6

fixierte Schicht

2 rot/ grun Kreuzunge

freie Schicht

Die Kreuzungszahl zwischen Kanten inzident mit u,v € V4 ist nur von deren relativer
Position abhéngig.

o Vu,velVy uu:

Ccw = Anzahl der Kreuzungen zwischen inzidenten Kanten,
falls w links von v (ma(u) < ma(v))
Couw = Anzahl der Kreuzungen zwischen inzidenten Kanten,

falls u rechts von v (me(u) > ma(v))

® U="V:Cy =0

Vollstandige Matrix im Beispiel:

a b u v
al0 0 3 1
C=10bl6 0 5 4
ul4 0 0 2
v|i6 1 6 0
Bezeichnung
Kreuz (G, 71, m) = Anzahl der Kreuzungen in einer Zeichnung von G' = (V, V4, F),

in der V; geméf m; und V5 geméfl mo permutiert ist.

MinKreuz (G,m) =  min  Kreuzs(G,m, m2)
7o Permu-
tation von Vo

Lemma 4.3.7
(a) Kreuz(G,my,m) = A Cuw
mo(u)<mg(v

(b) MinKreuz(G,m) >

wweVs min(Cyy, Cpy)
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Beweis: trivial

Zeit:
e Aufbau der Matrix: O(|V5[?|E|)
e Addieren der Kreuzungen: O(|Va])

Wenn wir nur die Zahl der Kreuzungen (und nicht die Matrix) wissen wollen:

naives Zihlen: Zeit O(|E|?)

besser:

e J. L. Bentley & T. Ottmann (1979) [BO79]
O(|F| - log |F| + Kreuz(G, my,m2))

-~

=0(BP)

mit expliziter Ausgabe einer Liste aller Kreuzungen — kaum interessanter als naives
Zahlen

e B. Chazelle (1986) [Cha86]
O(|E|™* -log | E|)

e (nur zdhlen) V. Waddle & A. Malhotra (1999) [WM99] (kompliziert!)
O(|E| - log | E)

bisher am besten:

4.3.5 Algorithmus von W. Barth (2000) [Bar00]

Idee: Sortieren durch Einfiigen

Beipiel 4.3.8

9 Kreuzungen
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1. lexikographische Sortierung der Kanten

2. Eintragen der Endknoten (£)-Folge in ein Feld:

Kante Kl K2 K3 K4 K5 K6 K7 K8 K9
Anfangsknoten Al Al Al Al A2 A2 A2 A2 A3
Endknoten El E2 E3 E4 E1I E3 E4 E5 E2

3. Sortieren durch Einfiigen:
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()

K9

(e2)

3 Kreuzungen

+ 1 Kreuzung

+ 5 Kreuzunger

=9 Kreuzunger
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Kreuzungszahl:
Kreuz(G,m,m) = Anzahl der Vorriickpositionen

= Anzahl der Inversionen der E-Folge

Erklarung: Wenn ein FE-Knoten eingefiigt wird, stehen die héheren unmittelbar vor
ihm; das sind diejenigen, deren Kanten gekreuzt werden.

Laufzeit: O(|E|?) ist keine Verbesserung, aber

4.3.6 Verschnellerung durch bessere Datenstruktur
Akkumulationsbaum

(Modifikation einer Idee von Waddle & Malhotra (1999) [WM99] in ihrem Kontext)

1. Aufbau des Baums

gespeichert als Heap, d.h. in einem Feld

interne Knoten FE3 F4 FE5 FE1 E2
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fiir Knoten i: .
5 falls 7 gerade

i—1
2

Adresse des Vaters = )
falls 7 ungerade

Eintrdge in Knoten:

e Blitter (E-Knoten): Anzahl der inzidenten Kanten

e interne Knoten: Summe der beiden Kinder

2. Aufbau der Eintrage durch , Einfiigen“ der Kanten in lexikographischer Reihenfolge,
dabei Zahlen der ,iiberholten®, d.h. ,,rechts liegengelassenen®“ Kanten:

K1 K2 K3 K4 K5 K6 K7 K8 K9
o o o o 3 1 0 0 5
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0123456789

0123456 0123

01234 01

El E2

Laufzeit: O(|E| - log |E|)

C-Programm:

#include <stdio.h>

/* Zaehlen der Kreuzungen in einem 2-Schicht Graphen  */

/* */
/* Die Kanten sind bereits in der Eingabe so sortiert, */
/* wie in der Vorlesung angegeben. Wir waehlen der */
/* Einfachheit halber den kleinsten vollstaendigen */
/* Binaerbaum mit hinreichend vielen Blaettern. */
main() {

int n,m,i,nc,size,index,fa;
int *e,*nin;

scanf ("%d" ,&n); /* Zahl der Knoten in V_2 */
scanf ("%d" ,&m); /* Zahl der Kanten */

e = (int *) malloc(m*sizeof(int)); /* V_2 Endknoten */
for (i=0; i<m; i++) scanf("%d",e+i);

nc = 0; /* Zahl der Kreuzungen */

fa = 1;

while (fa<n) fa *= 2;

size = 2%fa - 1; /* Anzahl der Baumknoten */

fa -= 1; /*x "first adress:" Indexinkrement im Baum */

nin = (int *) malloc(sizexsizeof(int)); /* Grad/Gradsummen x*/

for (i=0; i<size; i++) nin[i] = 0;
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for (i=0; i<m; i++) { /* Einfuegen der Kanten */
index = e[i] + fa;
nin[index]++;
while (index>0) {
if (index’%2) nc += nin[index+1]; /* neue Kreuzungen */
index = (index - 1)/2;
nin[index]++;
}
}

printf ("Number of crossings: %d\n",nc);

by

Beispiel aus der Vorlesung

= B W NO WNEFE O OO

crosscount < exampl
Number of crossings: 9

4.3.7 Heuristiken, die die Matrix C' benutzen
GREEDY-INSERT (Eades & Kelly (1986) [EK86])

e Vergebe Positionen der Reihe nach von links nach rechts.

e Wihle als jeweils néichsten Knoten denjenigen, der die wenigsten Kreuzungen mit
seinen Vorgiangern erzeugt.

Laufzeit: O(|V3]?)

GREEDY-SWITCH (Eades & Kelly (1986) [EK86])

e Starte mit beliebiger Permutation 7.
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e Wiederhole:

— Traversiere benachbarte Knotenpaare u,v € V5 von links nach rechts; vertau-
sche Positionen von u und v, falls ¢, > cypu

bis keine Kreuzungszahlreduktion erfolgt.
Laufzeit: O(|V2]?) (hochstens |V3| Traversierungen mit jeweils O(|Vz|) Aufwand).

Pathologisches Beispiel

k k

N

k*+2(k—1) = O(k*) = O(n*) Kreuzungen

Optimal:

22k—-2)4+1 = 4k—-3=0(k)
= O(n) Kreuzungen

SpLiT (Eades & Kelly (1986) [EK86])

Analog zu Quicksort.
e wilhle Pivotelement p € 1,
e Plaziere alle anderen Knoten u € V,

— links von p, falls ¢,;, < ¢

— rechts von p, falls c,, > cpy

e rekursive Anwendung auf Menge der linksplazierten und Menge der rechtsplazierten
Knoten.

Laufzeit: O(|V5]?) im worst case, O(|Va|log|V2|) im average case.

Bei allen obigen kommt die Berechnung der Matrix C' hinzu.
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4.3.8 Effiziente Heuristiken ohne Berechnung von C
BARYCENTER (Sugiyama, Tagawa, Toda (1981) [STT81])

e Berechne fiir alle u € V;:

wvglu) = 5 > M)

vEN (u)
mit N(u) = {v € Vi | (v,u) € E} Menge der Nachbarn von w.

e Sortiere die u € Vo mit Sortierschliissel avg(u), bei Gleichheit beliebige Reihenfolge.

avgKreuz(G,m ) = Zahl der Kreuzungen mit Barycentermethode.
Laufzeit: O(|E| + |Vz| - log |V3]).

MEeDIAN (Eades & Wormald (1994)[EW94])

Wie BARYCENTER, nur Median statt Durchschnitt.

Sortieren - bei Gleichheit ungerader Grad links von geradem Grad, sonst beliebig. —
wichtig fiir die Analyse.

medKreuz(G, m) = Zahl der Kreuzungen mit Median-Methode.
Laufzeit: O(|E]). (Medianbestimmung: O(|Vz|) — Informatik I)

Satz 4.3.9
Falls minKreuz(G,m) = 0, so gilt

avgKreuz(G,m ) = medKreuz(G, ) = 0.
Beweis: Ubung.

Pathologische Beispiele

(1) BARYCENTER k > 2 (hier k = 4)
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k-1 K=1

/—/H
O0OO0OO0OOOOOOOOO

k-1 Kreuzungen!

optimal 1 Kreuzung

BarycentepT T— Barycenter
2

K+ 1/k - k/2 = 1/2 K

1

%(1+(k2+1)+(k:2+2)+...+(k:2+k—1))

1 k—1

:E<1+(k—1)k2+ 2>
=1

1 k(k —1)

== 14+ -k

k(+ T >

1 k—1

— Kk

ET >

T, k1,

=— — = — >

k+k 5 2<k fir k > 2

2k(k + 1) + k? Kreuzungen, optimal (k + 1) Kreuzungen.

Lemma 4.3.10
(1) Zu jedem k > 2 gibt es einen Digraphen G = (Vi,Vo, E) mit |Vi| = k* + k und
|Va| = 2 und eine Permutation m von Vi, so dafl

avgKreuz(G,m) NGAL

minKreuz(G,my)

(2) Zu jedem k gibt es einen Digraphen G = (Vi, Va, E)) mit |Vi| = 4k + 2 und |Va| = 2
eine Permutation m von Vi, so daf

medKreuz(G,m)
minKreuz(G, )

-

>3- O(p).

=~
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Beweis: Wegen pathologischem Beispiel

(1) k=0(v[Vl)
@) medKreuz(G,m)  2k-(k+1)+k*  2k* + 2k + k?
minKreuz(G,m) (E+1)2 k24+2k+1
32 + 2k X
“Pra 2T OW

Fiir Median ist die Schranke scharf!

Satz 4.3.11
Fiir alle G = (V1,Va, E) und alle Permutationen m von Vi gilt

medKreuz(G,m) < 3-minKreuz(G,m).

Beweis: Seien u,v € V5 und MEDIAN plaziere u links von v. Sei

Sei a = |A], b= |B|, ¢c=|C|, d = |D|. Dann gilt
Cuw S ac+cd+bd+cH+d (1)

Sei e — {O, falls med(u) = med(v)
1, sonst
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Dann gilt: ¢,, > ab+a+b+¢ (2)

Weiterhin gilt:

a = d falls A(u) ungerade ist
a+1=d falls A(u) gerade ist
c = b falls A(
(

)
)
v) ungerade ist
c+ 1 =05 falls A(v) gerade ist

==d<a+1lundec<b

ggcm,§ab+b(a+1)+b(a+1)+b+a+1
=ab+ab+b+ab+b+b+a+1
=3ab+a+3b+1 (3)

Wir zeigen: c,, < 3cyy.-
Annahme: c¢,, > 3c¢,,. Wir haben

(3)
3ab+a+3b+1 > ¢y

Ann.
( > )SCW

2)
> 3ab + 3a + 3b+ 3¢

=0>3a—a+3—-1

20 + 3¢ —1
eN eN

=a=e=0=>d<1=A=0,|D|<1=Au) <2

Fall 1: A(u)=1=d=0
Einsetzen in (1)
Cw < ac+cd+bd+c+d=c

und in (2)
Cou>ab+a+b+ec=0b

(1) (Ann.) .
=b>c>cCpw > 3Cpu = 3b Widerspruch.

Fall 2: A(u)=2=d=1
Wegen ¢ = 0 gilt med(u) = med(v).
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Regel: Falls A(u) gerade und A(v) ungerade, so gilt mo(v) < mo(u). Also ist A(v) gerade
und deshalb
c=b-1.

Einsetzen in (1)
Cuw L ac+cd+bd+c+d

—b—1+b+b—1+1
—3h—1

und in (2)
Cou L ab+a+b+e
=b
Also,

(1) (Ann.) (2)
3b—12>cy > 3cu = 3b Widerspruch!

Also haben wir ¢, < 3¢y, fiir alle Paare u,v € V3

= Cyp < 3 - min(Cyp, Con)

= medKreuz(G,m) = Z Cuw

o (u)<7r2 (’U)

<3- Z min(Cyy, Coy)
o (u)<m2(v)
< 3-minKreuz(G,m)

4.3.9 Exakte Kreuzungsminimierung

Sei n = |V,|. mp wird kodiert durch x™ € {0, 1}(9 mit

(1<i<j<n).

re _ ] 00 falls m(5) > ma(i)
91, falls mo(i) > ma())

Gegeben Y™, so ist die Zahl der Kreuzungen

-1 n n—1 n n—1 n
Z Z ciiXiy + il —Xif)) = (cij — cii)xi; + Z Z Cji
i=1 j=i+1 i=1 j=i+1 =1 j=i+1
—_——
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Wir wollen diejenigen z € {0, 1}(3) charaktersieren, die Permutationen von {1,2,... ,n}
beschreiben:

z;; ganzzahlig (1 <i<j <n)

Ausschlielen von ,,i vor j vor k vor ¢
Tijtrp+(l—ap) <2x;+ry—2,<1 (1<i<j<k<n)
umgekehrt
(I—zijj)+(I—xjp)+ap <2 —z;+—xjp+2x <0 (1<i<j<k<n)

Ubung: Man zeige, daf es nicht notig ist, lingere Kreise auszuschlieBen.

Fir a;; = ¢;; — ¢j; erhalten wir

n—1 n
minimiere g 5 ;T
i=1 j=i+1

sodal 0<uaz;+zjp—2s, <1 (1<i<j<k<n)
x;; ganzzahlig (1 <i < j <n)

Ist z der Wert der Optimallésung, so gilt
minKreuz(G,m) =z + C.

GroBe des IP:

(5)  Variablen
2(;) triviale Ungleichungen
3(3) “3-Kreis”-Ungleichungen

— LP-Relaxierung ist polynomiell grof}, aber zu grof fiir eine effiziente Losung.

Losungsverfahren “Branch and Cut”

(1) Starte mit trivialer Relaxierung

(2) Wiederhole
Lose LP.

Fiige von der Optimallosung verletzte 3-Kreis-Ungleichungen (,,Schnittebenen®)
hinzu, falls nicht vorhanden, gehe zu (3).
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(3) Gilt z;; € {0, 1}, so ist die Optimallosung gefunden, sonst wihle ein z;; mit 0 < x;; <
1. Wende gleiches Verfahren rekursiv auf die beiden Probleme in denen z;; auf 0 bzw.
1 fixiert ist.

— Branch-and-Bound-Verfahren in dem die Schranken (Bounds) durch ein Schnittebe-
nenverfahren berechnet werden.

Dieses Verfahren hat exponentielle Laufzeit, funktioniert in der Praxis aber erstaun-
lich gut. Es erlaubt den experimentellen Vergleich der heuristischen Losungen mit Opti-
mallosungen.

Aufbauend auf diesem Verfahren kann auch das 2-Schichten-Kreuzungsminimierungspro-
blem optimal gelost werden, wenn beide Schichten frei permutiert werden diirfen, aller-
dings mit sehr hohen Laufzeiten!

4.3.10 Experimentelle Studien aus Jiinger & Mutzel (1997) [JM97]

7 2 1 4 3 8 5 6 4 2 1 3 5 6 7 8
N <D
DU
SN
a b ¢c d e f g h e ¢ h a d f g ¢t
() (b)

48 Kreuzungen 19 Kreuzungen

Minimale Kreuzungszahl mit (a) fixierter unterer Schicht und (b) beiden Schichten frei

permutierbar.

4 5 1 10 9 3 8 2 7 6
[ ]

h j d e g b i c a f
Die erste Zeichnung erhélt man durch die LR~opt Heuristik und sie enthélt 30 Kreuzungen,
die zweite durch die Barycenter Heuristik mit 10 Kreuzungen und die letzte Zeichnung
ist die optimale Lésung mit 4 Kreuzungen.
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Schliefllich: Falls der Graph kein DAG ist und die Hierarchie nicht aus der Anwendung
vorgegeben ist, so gilt es, das Feedback Arc Set Problem zu losen. Dieses kann optimal
(auch in der Praxis) mit einem dhnlichen Branch-and-Cut Verfahren wie vorhin beschrie-
ben gelost werden. Hinzu kommen zahlreiche Heuristiken, auf die wir hier nicht eingehen.

4.4 Phase 3: Horizontale Koordinatenzuweisung

Situation: Nach Schichtung (Phase I) und Kreuzungsminimierung (Phase II) steht die
Topologie der Zeichnung fest.

Ziel: Vermeidung des , Spaghetti-Effekts®.

™
i

‘
|

A
04
Grundidee einfacher Heuristiken

E. R. Ganser, E. Koutsofios, S. C. North, K. P. Vo (1993) [GKNV93]

\
J
)

(1) Finde eine Anfangsordnung.

(2) Verbessere das Layout durch wiederholtes Traversieren der Schichten von unten nach
oben und oben nach unten bis ein Abbruchkriterium erfiillt ist.

In GKNV[1993]:
(1) Plaziere auf jeder Schicht alle Knoten linksbiindig.

(2) e Betrachte wihrend einer Traversierung die letzte besuchte Schicht als fixiert und
ordne den Knoten auf der néchsten (benachbarten) Schicht Prioritéten zu.

e Plaziere nun die Knoten in der Prioritétsreihenfolge so nahe wie moglich an ihrer
., Wunschposition“. (Plazierungen werden nicht riickgéingig gemacht.)

Beispiele fiir Prioritdten und Wunschpositionen

w(e) € N: Wichtigkeit der Kante e € £/ (vorgegebene Parameter).
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Median-Heuristik
Idee:
x—Koordinaten der
,,,,,,, ~—fixierten Nachbarn
aus letzter bearbeiteter
Vi schicht
~—x—Koordinate
v Median-Platzierung: x = Median{ Xk,
Die Median-Plazierung minimiert
k
>_le—ai
i=1
Prioritét(v) = >, w(v,v;)
Wunschposition(v) = Median(x1, zs, ... ,zx) (k gerade: linker rechter durchschnittlicher

Median).

Beipiel 4.4.1
(w(e) = 1Ve € E)

Prioritaten 2 1 3

Vermeidung des Spaghetti-Effekts durch Ersetzung von w(e) durch
Q(e) - w(e).

Q(e) interner Parameter, hoch fiir lange Kanten.
Zahlreiche andere Heuristiken fiir Prioritdten und Wunschpositionen.

Losung mittels LP-Techniken
(auch GKNV[1993))

Sei p(a,b) der minimale Abstand zwischen den Zentrums-z-Koordinaten der in einer

Schicht benachbarten Knoten a und b, z.B.
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J ' desep(G
pla,b) = w + nodesep(G) a Nodesep(®)
L]
xsize(a) xsize(b)

Ganzzahliges Optimierungsproblem

minimiere >, cp Qv ) - w(v, W) - |z — T
so daf xp — xq > p(a,b) V Paare a,b benachbarter Knoten
auf einer Schicht

z, €N YoeV

Umformulierung in ein LP
minimiere 3, e AV, W) - w(v, W)+ You
so daf Yow = Ty — Ty V(v,w) € F
Yow = Ty — Ty V(v,w) €EF
xp — x4 > pla,b) V Paare a,b benachbarter Knoten

auf einer Schicht
T,>0 YveV

Ganzzahligkeitsbedingungen sind auch hier iiberfliissig, weil die Restriktionsmatrix total
unimodular ist. — effizient 1osbar.

Allerdings: |E| zusitzliche Variablen, 2| E| zusétzliche Restriktionen
— problematisch fiir grofe Graphen.

Wahl von €(e) nach GKNV[1993]

1
Q(e) = €2,
8, falls beide kiinstlich

falls beide Endknoten echt

falls einer echt, einer kiinstlich

Y

tendiert zur Vermeidung des Spaghetti-Effekts, kann es aber nicht garantieren.

Ein neuer Algorithmus fiir Phase 3

Bezeichnungen:

e Lange Kanten = Kanten des Originalgraphen, die zwei nicht benachbarte Schichten
verbinden.

Kantensegment = Kante des Graphen nach Einfiigen der kiinstlichen Knoten.
e Inneres Kantensegment = Kantensegment, das zwei kiinstliche Knoten verbindet.
e o = kiinstlicher Knoten

e o = Originalknoten
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e Linker/rechter Bruder = néchster Knoten auf derselben Schicht nach links/rechts.

e Plazierung = Festlegung der x-Koordinate.

o

auBere —
Kantensegmente innere auBeres
Kantensegmente Kantensegmen
~

lange kurze
Kante Kante

Eigenschaften der erzeugten Zeichnungen:

(A) Knoten derselben Schicht erhalten dieselbe y-Koordinate. Mindestabsténde zwischen
den Schichten werden eingehalten.

(B) Die Reihenfolge der Knoten auf den Schichten wird respektiert, ebenso die Min-
destabsténde p(a, b).

(C) Die Kantensegmente sollen geradlinig gezeichnet werden.

(D) Innere Kantensegmente sollen senkrecht gezeichnet werden.
= Jede Kante hat hochstens zwei Knicke.
= kein Spaghetti-Effekt.

'~ Im folgenden
ausgeschlosse

Kanten schneiden sich in inneren Seg-
Kleines Problem: menten = (B) widerspricht (D)! Diese
Situation mufl vorher beseitigt werden.

Laufzeit: O(m’(logm’)?) falls m’ > n’. Dabei ist m’ = Anzahl der Kantensegmente und
n’ = Anzahl aller Knoten (Originalknoten + kiinstliche Knoten).
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Grobe Skizze des Algorithmus:
(1) Festlegen der z-Koordinaten der kiinstlichen Knoten.
(2) Festlegen der z-Koordinaten der Originalknoten.

(3) Festlegen der y-Koordinaten.

zu (1): Hier mufl Bedingung (D) erreicht werden.

(D) < alle kiinstlichen Knoten derselben langen Kante erhalten dieselbe z-Ko-
ordinate.

Also héngt (D) nur von Schritt (1) ab.

zu (2): Hier wird schichtweise die Gesamtldnge der duferen Segmente minimiert. Spéter
genauer.

Definition 4.4.2
Die Linge einer Kante (u,v) ist im Folgenden definiert als |z, —x,|. (y-Koordinaten gibt
es erst nach Schritt (3)).

(1) Plazierung der kiinstlichen Knoten

Idee: Schiebe alle Knoten unter Beriicksichtigung von (D) horizontal zusammen. Da-
durch sind i.A. nicht alle z-Koordinaten festgelegt:

ITI

Grobes Vorgehen:
e Plaziere alle Knoten so weit wie moglich nach links.
e Plaziere alle Knoten so weit wie moglich nach rechts.

e Wihle die Durchschnitts-z-Koordinaten beider Plazierungen als endgiiltige x-Koor-
dinaten fiir die kiinstlichen Knoten.

= Vorgehen ist symmetrisch.

Beipiel 4.4.3
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4.4

Beipiel

Verschiebung nach links (rechts analog):
1. Teile die Knoten in Klassen auf.
2. Plaziere jeder dieser Klassen separat.

3. Kombiniere die Plazierungen der Klassen.

1. Aufteilung in Klassen

e Durchlaufe alle linkesten Knoten v von oben nach unten.
e Wenn v noch zu keiner Klasse gehort

— Richte neue Klasse C' ein, die v enthiélt.

— Fiige rekursiv in C' die folgenden Knoten ein, falls sie noch zu keiner Klasse
gehoren:
« Fiir jedes w € C seinen rechten Bruder (falls existent).
x Wenn w € C kiinstlich ist, alle anderen kiinstlichen Knoten auf derselben
langen Kante.

Beipiel 4.4.5

Laufzeit: O(n') (beachte: Anzahl der inneren Segmente < n')
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2. Plazierung einer Klasse ('

e Plaziere den linkesten Knoten in C auf Position 0.

e Plaziere die iibrigen Knoten in C' so weit wie moglich nach links. (Sinnvolle Formu-
lierung wegen der Definition der Klassen.)

Laufzeit: O(n')

3. Kombination verschiedener Klassen

e Plaziere alle Klassen C' von oben nach unten (siche 2.).

e Falls C' rechte Briider aus einer anderen Klasse hat (schon plaziert!)
— Schiebe die gesamte Klasse C' so nah wie moglich rechts an.

e Sonst

— Minimiere die Gesamtlange aller Kantensegmente zwischen C' und den voher-
gehenden Klassen durch Verschieben der gesamten Klasse C'.

Beipiel 4.4.6
Siehe letztes Beispiel.

Laufzeit: O(m'logm/) (wegen Fall 2)

(2) Plazierung der Originalknoten

Beobachtung: Da die kiinstlichen Knoten festliegen, konnen Originalknoten unabhén-
gig plaziert werden, wenn sie auf der selben Schicht liegen und ein kiinstlicher Knoten
dazwischen liegt.

Bezeichnungen: FEine Originalfolge ist eine maximale Folge von nebeneinanderlie-
genden Originalknoten. Innere Folgen sind von zwei kiinstlichen Knoten begrenzt,
duflere von hochstens einem:

O o e o o o e ©
— — ~
auRere Folge innere Folge auRere Folg

O O O O

auBere Folge
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Beipiel 4.4.7

Idee: Plaziere die Originalfolgen der Reihe nach. Minimiere dabei jedesmal die Ge-
samtlange aller Kanten, die die aktuelle Folge mit allen schon vorher plazierten Knoten
verbindet.

Fragen:
1. In welcher Reihenfolge werden die Folgen plaziert? Wichtig!

2. Wie funktioniert die Minimierung?

1. Reihenfolge der Folgen

Beobachtung: Nach Schritt (1) existieren viele fixierte Folgen, d.h. innere Folgen, die
durch ihre kiinstlichen Briider festgelegt sind, da diese den minimalen Abstand haben.

Grobe Idee: Bei diesen Folgen anfangen und dann nach oben und unten weitergehen.
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Definition 4.4.8

Sei vy, ... v, eine Originalfolge auf Schicht | + d und d € {—1,1}. Sei v_ der ndchste
Bruder von vy nach links, der kiinstlich ist und einen kinstlichen Nachbarn w_ auf Schicht
[ hat, analog vy und w, .

Dann heiffen die Originalfolgen zwischen w_ und wy die Nachbarfolgen von vy,... v,
auf der Schicht l. Falls v_ oder vy nicht existieren, heifit vy, ... v, eine duflere Folge
bzgl. [.

l+d”y’_’ O+ -OQO +++ OQO +++ O U+
[T
e
Algorithmus: Benutze zwei Arrays pro innerer Originalfolge S:

P(S) :Die Folge S ist schon plaziert /fixiert
D(S) :Richtung € {—1, 1,0}, in die S plaziert wird

e Fiir jede innere Folge S

— Setze P(S) =TRUE, falls S fixiert ist, sonst FALSFE
— Setze D(S) =0

e Fird=1,-1

— Fiir alle Schichten [ von oben nach unten (d = 1)/von unten nach oben (d =
—1).
x Plaziere die dufleren Folgen in [, ohne die aktuellen Abstdnde zwischen
Knoten zu verkleinern.
x Fir alle inneren Folgen S auf [
- Wenn D(S) =d
Plaziere S, setze P(S) =TRUFE
« Fiir alle inneren Folgen S auf [ + d

- Wenn fiir alle Nachbarfolgen S’ von S auf Schicht { gilt P(S") = TRUE
Setze D(S) =d

Behauptung 4.4.9
Durch diesen Algorithmus werden alle Folgen plaziert, es gibt also ,,genug® fixierte Folgen.
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Minimierung der Kantenlinge

Ziel: Plaziere vy,...,v,, so daf3
Z Z Ty — @y, (%)
=1 ve€d(vs,d)

minimiert wird unter Beriicksichtigung der Mindestabsténde zwischen vy, . . ., v, und deren
kiinstlichen Nachbarn.

Dabei ist vy, ..., v, eine (nicht notwendig maximale) Originalfolge auf der Schicht [,
d(v;, d) = Nachbarn von v; auf Schicht [ + d.

Idee: Divide & Conquer:
e Teile die Folge in der Mitte auf: ¢t = | 7|
e Plaziere beide Teilfolgen vy,...,v; und v4yq, ..., v, rekursiv

e Kombiniere die Teilplazierungen.

SF56 5
RSP
& &
585680

Die Plazierung eines einzelnen Knotens ist einfach (wihle Median). Es bleibt noch zu
klaren, wie man Teilfolgen kombiniert.
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Idee: In der Mitte auseinanderschieben bis z,,., —x, > 0(vg, ve41) =: 0, d.h. entweder vy
nach links oder v;,; nach rechts. Dabei falls nétig linke Briider von v; oder rechte Briider
von vy1 mitverschieben.

Definition 4.4.10
(optimale Plazierungen x.,, ..., T,, und &, ,...,%,, vorgegeben)
Firie {1,...,t} sei z, (p) = min{z,,, p — o(vj, vj11)}.
—_———
Y21 o(vive)
Sei j(p) € {1,...,t} der minimale Index i mit x; (p) <

t

r(p) = ) (#Hved(v,d) |z, > x, ()} — #{v € d(vi.d) |z, <z, (p)})

i=j(p)
t

) = >0 Y fa—a,(p)l

=1 UE(S(’U;L‘,d)

Beobachtung 4.4.11
L. r=: (—00,2,,] — Z ist eine monoton fallende stiickweise konstante Funktion mit
O(m') Sprungstellen.

2. f7: (—o0,zy] — RT ist konvex, stiickweise linear und hat O(m’) Knicke.

3. —r~ ist die Rechtsableitung von f~.

Satz 4.4.12 (ohne Beweis)

Die Teilfolgen vy, . ..,v; und veyq, ..., v, seien jeweils optimal plaziert im Sinne von (%)
und x,,, — x,, < 0. Falls p € RT die Funktion f~(p) + f*(p + o) minimiert, dann ist
25 ()s -2y (D), 2h, (D+0),. .., x5 (p+ o) optimal im Sinne von (x).

Bedeutung: Man muB nur noch iiber einen Parameter p optimieren. Aquivalent:
Man muB p~, p* € R so bestimmen, dafl p* —p~ = g und f~(p~) + fT(p") minimal ist.
Man kann dazu die Ableitungen »~ und r* verwenden.

Algorithmus
e Setze p~ = x,, und p* = x,,,,
e Solange pt —p~ < p

— wenn r (p~) < rt(ph)

% verringere p~ bis p~ eine Sprungstelle von r~ ist oder p* —p~ = p
— sonst, erhéhe p™ bis p* eine Sprungstelle von 7t ist oder p™ —p~ = o
o Fiiri=1,...,tsetze v, =z, (p~)

o Fiiri=t+1,...,7setze z,, = z} (p*)
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Aus Laufzeitgriinden miissen alle Sprungstellen von r~ und r* in linearer Zeit gesammelt
werden.

e Sortieren: O(m' - logm/)
e Divide and Conquer: O(m/(logm’)?)
= Gesamtlaufzeit: O(m/(logm’)?)

(3) Berechnung der y-Koordinaten

Einfache Methode: 1y, := Schicht von v

Besser: wihle den Abstand zwischen zwei Schichten, so daf die lingste Kante dazwi-
schen einen vorgegebenen Winkel bekommt. (Mindestabstand beachten)

Algorithmus: wéihle «
e c=0
e Setze y, = 0V v auf Schicht 1
e Fiir alle Schichten [ = 2,....k

— Setze d = Mindestabstand der Schichten
— Fiir alle Knoten v auf Schicht [
« Fiir alle Nachbarn w von v auf Schicht [ — 1
- Setze d = max{d, |z, — z,|/ tan a}
—c=c+d
— Setze fiir alle Knoten v auf Schicht I: y, = ¢

Laufzeit: O(m')
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Kapitel 5

AGD

5.1 Die AGD-Bibliothek zum Zeichnen von Graphen

e (C++ Klassenbibliothek von Graphzeichenalgorithmen
e basiert auf LEDA und ABACUS

Zeichenverfahren fiir verschiedene Graphklassen

zahlreiche Algorithmen fiir Teilprobleme erweiterbar

Forschungsprojekt, von der DFG gefordert

Beteiligte Gruppen

MPI Saarbriicken Universitat Koln
TU Wien Prof. Junger
Prof. Mutzel
~ AGD =

ko N
LEDA ABACUS

Universitat Halle
Universitat Trier
Prof. Naher
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Grundsitzlicher Aufbau

AGDopt | AGD
LP-Solver ABACUS LEDA
C++

Zeichenalgorithmen
e Sugiyama

e Planarisierungsmethode

planare Verfahren

— orthogonale
— straight-line
— Sichtbarkeitsdarstellungen

Krafteverfahren

— Spring-Embedder
— Tutte

e spezialisierte Verfahren

— Baume

— st-planare Graphen

Unabhéngigkeit von einer Visualisierungskomponente
Visualisierungskomponente: Graph-Editor, Viewer, Applikation, ...

Ziel:

e cinfache Integration der Algorithmen in bestehende Visualisierungskomponenten
Algorithmen in ,,reinem*“ C++ portabel

Losung:
e Basisklasse, die Schnittstelle zum Zugriff auf graphische Attribute festlegt
e graphische Attribute: Koordinaten der Knoten, Knickpunkte der Kanten

e Algorithmen greifen nur iiber diese Basisklasse auf graphische Attribute zu
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o Aufruf des Algorithmus iibergibt Instanz einer Implementierung

class LayoutInterface {

public:
LayoutInterface(const graph &G);
virtual “LayoutInterface() { }

virtual double get_x (node v) const = O;
virtual void set_x (node v, double new_x) = 0;

virtual DPolyline get_bend_points (edge e)
const = 0;

virtual void set_bend_points (edge e, const
DPolyline& 1) = 0;

virtual double get_width (node v) const = O;
virtual void set_width (node v, double
new_w) = 0;

};

class GraphWinInterface : public LayoutInterface {
public:
GraphWinInterface (GraphWin& GW);

double get_x (node v) const {
return gw_p->get_position(v).xcoord();

}

void set_x (node v, double new_x) {
gw_p->set_position(v,point(new_x,get_y(v)));

¥

double get_width (node v) const {
return gw_p->get_radius(v)*2;

by

void set_width (node v, double new_w) {
gw_p—->set_radius (v, new_w/2);

}

private:
GraphWin *gw_p;
s

GraphWin gw; // erzeuge GraphWin
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gw.open() ; // und lasse Benutzer Graph eingeben

// erzeuge Interface fiir gw
GraphWinInterface gwi(gw);

// g ist darzustellender Graph
const graph &g = gwi.get_graph();

// erzeuge einen Zeichenalgorithmus
Sugiyamalayout algo;

if (algo.check(g)) // teste, ob Vorbed. erfiillt
algo.call(g,gwi); // rufe Zeichenalgorithmus auf

// Benutzer kann Ergebnis weiterbearbeiten
gw.edit () ;

Modularisierung
e Viele Zeichenalgorithmen bestehen aus einzelnen Phasen (Teilschritten)
e Beispiele: Sugiyama, Planarisierungsmethode
e fiir einzelne Phasen sind unterschiedliche Implementierungen méglich

e Qualitéit der Losung < Laufzeit

Beispiel Sugiyama:
e Schichteinteilung

— langste Wege
— minimiere Gesamtkantenldnge

— vorgegebene Maximalbreite einer Schicht
e Kreuzungsminimierung

— Barycenter, Median, Split, Sifting, ...
e Zuweisung der Koordinaten

— Buchheim, Jiinger, Leipert
— LP-basiert
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Ziel in AGD:
e Zeichenalgorithmus als Framework implementieren

e cinzelne Phasen sind durch (benutzerdefinierte) Implementierungen dynamisch aus-
tauschbar

= Module, Modul-Optionen
Module kénnen selbst wieder Modul-Optionen definieren.

LongestPathRanking: Bestimmung eines maximal azyklischen Untergraphen

Module

e Basisklasse definiert Typ

= Schnittstelle (Parameter fiir Aufruf)

e Vorbedingung (Figenschaft, die Eingabe erfiillen muf})

e Nachbedingung (Eigenschaft, die Ausgabe erfiillt)
Beispiele fiir Eigenschaften:

e Graph: zusammenhéngend, planar, azyklisch

e Untergraph: maximal azyklisch

e Layout: orthogonal, keine Kreuzungen

AGDModule

# add_precondition(AgdKey k, int i=1)

# add_post_rule(AgdKey k, int i=1)

# add_post_rule(const TaggedRule &r, int i=
<<abstract>>

+ AGDModule *clone()

SubgraphModule

+ bool check(const graph &G, AgdKey &p)
+ call(const graph &G, list<edge> &L)

+ call(graph &G)

+ call(GraphCopy &GC, list<edge> &L)

+ int num_del_edges()

<<abstract>>

# do_call(const graph &G, list<edge> &L)

GreedyCycleRemoval

+ AGDModule *clone*)
# do_call(const graph &G, list<edge> &L)
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class SubgraphModule : public AGDModule {
public:

static const int in_graph;

static const int out_subgraph;

SubgraphModule () : AGDModule(1,1) { }
virtual “SubgraphModule () { %}

bool check (const graph& G, AgdKey &p) const;

void call (const graph& G,
list<edge>& L);

void call (graph& G);

void call (GraphCopy& GC, <edge>& L);

int num_del_edges() const;

protected:
virtual void do_call (const graph& G,
list<edge>& L) = 0;
I

class GreedyCycleRemoval : public SubgraphModule {
public:
GreedyCycleRemoval() ;
“GreedyCycleRemoval() { }

string name () const {
return "Greedy Cycle Removal";

}

string impl_author () const {
return "Carsten Gutwenger";

}
AGDModule *clone() const;

protected:
void do_call (const graph& G,
list<edge>& feedback);
s

Setzen von Vor-/Nachbedingung:

GreedyCycleRemoval: :GreedyCycleRemoval()
{
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add_precondition (key::directed);
add_post_rule (key::directed);
add_post_rule (key::maximal_acyclic);

Kopieren von Modulen:

AGDModule *GreedyCycleRemoval::clone() const
{

return new GreedyCycleRemoval;

Modul-Optionen
e Parametrisierte Basisklasse AGDModuleOption<T>
e T ist Modul-Typ (z.B. SubgraphModule)
Instanz enthélt
e Zeiger auf Algorithmus
e garantierte Vorbedingung
e erforderliche Nachbedingung

Achtung:

e beim ,,Setzen“ der Option wird Kopie mittels clone() angelegt

e Grund: keine Probleme mit Lebenszeit

SugiyamaLayout

e Framework fiir Sugiyama-Algorithmus

Modul-Optionen fiir die drei Phasen

Hierarchy: représentierte saubere Hierarchie

e Layer: reprisentiert eine Schicht

Optionen:

— init_order: initiale Ordnung auf Schichten (DFS)
— fails: Anzahl Iterationen ohne Verbesserung
— runs: Anzahl randomisierte Durchldufe

— transpose: Postprocessing
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AGDModule

LayoutModule -y

+ bool check(const graph &G, AgdKey &p)
<<abstract>> + call(const graph &G, Layoutinterfage)

LayoutModulelmpl

<<abstract>> # do_calCONCEPT &C)

LN
[
|
|

LayoutModuIeImpl<GraphCopyConce§t> AGDModuleOption<RankAssignment> ‘

RankAssignmen
Sugiyamalayout

AGDModuleOption<TwoLayerCrossMin> ‘

+ init_order ()
+runs ()
+fails ()
+ transpose () TwoLayerCrossMin
# do_call(GraphCopyConcept &C)

Q—\—{ AGDModuIeOption<HierarchyLayoutModuI%

HierarchyLayoutModule

class Sugiyamalayout

public LayoutModuleImpl<GraphCopyConcept>

{
AGD_DECLARE_MODULE (RankAssignment ,ranking)
AGD_DECLARE_MODULE(TwoLayerCrossMin,cross_min)
AGD_DECLARE_MODULE (HierarchyLayoutModule, comp_coord)

public:
void ext_call (const graph& G, node_array<int>& rank,
LayoutInterface& A);
void reduce_crossings (GraphCopy& GC, Hierarchy& H);

int number_of_crossings() const ;
AGDModule *clone() const;

int runs() const ;
void runs(int n) ;

protected:
void do_call (GraphCopyConcept &C);
I

SugiyamalLayout: :SugiyamaLayout () : _runs(3), _fails(4),
_transpose(true), _init_order(true)
{

// precondition
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add_precondition (key::no_self_loops);
add_precondition (key::directed);

// initialize used modules
PreCond PRE_1, PRE_2(2);
PostCond POST_1;

PRE_1 [1] << key::no_self_loops << key::directed;
ranking.init (PRE_1,POST_1,LongestPathRanking());

PRE_2 [1] = PRE_1 [1];
cross_min.init (PRE_2,P0OST_1,
BarycenterHeuristic());

comp_coord.init (PreCond(),POST_1,
FastHierarchyLayout()) ;

AGDModule *Sugiyamalayout::clone() const

{

Sugiyamalayout *M = new Sugiyamalayout;

M->runs (runs());
M->fails(fails());
M->transpose (transpose()) ;
M—->init_order(init_order());

M->set_ranking(ranking.get());
M->set_cross_min(cross_min.get());

M->set_comp_coord(comp_coord.get()) ;

return M;

TwoLayerCrossMin

+ bool check(const graph &G, const Layer &L, AgdKey &
+ init(const graph &G, const Hierarchy &H)
<<abstract>> + call(const graph &G, Layer &L)

+ cleanup ()

4{ BarycenterHeuristic ‘
4{ MedianHeuristic ‘
4{ SplitHeuristic ‘
4{ GreedylnsertHeuristi{
4{ OptCrossMin ‘




98

AGD




Kapitel 6

Planare Graphen

6.1 K373 und K5

6.1.1 Raétsel 1 (Dudeney (1917) [Dud17])

AN

Kann man alle Leitungen kreuzungsfrei legen ?

Antwort: Nein !

6.1.2 Raitsel 2 (Mobius ( 1840, siehe [BLW77])

Es war einmal ein Koénig mit fiinf Sohnen ...

Testament: Die Sohne sollen das Konigreich so aufteilen, dal jeder iiber eine Region
regiert, die eine gemeinsame Grenze (nicht nur ein Punkt) mit jeder der anderen vier
Regionen hat.

Kann das Testament erfiillt werden 7

Antwort: Nein!

6.1.3 TUbersetzungen
Riétsel 1

Kann der K33 in der Ebene iiberkreuzungsfrei gezeichnet werden ?
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Ratsel 2
Konigreiche sind zusammenhéngende Flachen in der Ebene.

Losung fiir vier Sohne:

Eine Losung fiir n S6hne entspricht einer iiberkreuzungsfreien Zeichnung des K,.

Also: Kann der K5 in der Ebene iiberkreuzungsfrei gezeichnet werden?

Definition 6.1.1
FEin Graph ist planar genau dann, wenn er tberkreuzungsfrei in der Ebene gezeichnet
werden kann.

Satz 6.1.2
Ks s und K5 sind nicht planar.

Beweis: Topologisches Grundwerkzeug:

Eine geschlossene Kurve auf der Ebene teilt diese in zwei Regionen (innen und aufen):

aulRel

Sei C' ein aufspannender Kreis (Kreis durch alle Knoten).

Zeichnung iiberkreuzungsfrei
= (' ist eine geschlossene Kurve

= alle Kanten e € E\C (auBlerhalb von C' (,Sehnen“ )) werden entweder innen oder
aufen gezeichnet.
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kein Konflikt Konflikt

=

Zwei Sehnen stehen im Konflikt, wenn ihre Endknoten auf C' in alternierender Reihenfolge
auftreten. Stehen zwei Sehnen im Konflikt, so muf§ eine innen und die andere auflen
gezeichnet werden.

Ks33: Ein 6-Kreis in K33 hat drei paarweise im Konflikt stehende Sehnen:

K

= eine auflen, eine innen, dritte kann nicht gezeichnet werden.

by

Von den fiinf Sehnen kénnen hichstens zwei nach aulien, zwei nach innen, aber die fiinfte
Sehne kann nicht gezeichnet werden.

&

Ks5:  analog
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O

Eine Unterteilung (subdivision) eines Graphen entsteht durch Ersetzung von Kanten
durch (intern paarweise disjunkte) Pfade.

z.B. Unterteilungen des K33 und des Ks:

Klar: die Unterteilungen des K33 und des K5 sind nicht planar.

6.2 Satz von Kuratowski (1930) [Kur30]

Ein Graph ist planar genau dann, wenn er keine Unterteilungen des K33 und des Kj als
Subgraph besitzt.

Beweis

Aufwendig . ..

Anekdote: Kasimir Kuratowski fragte Frank Harary, woher die Bezeichnungen K33
und K5 kamen.

Antwort: Das K in K steht fiir Kasimir und das K in K33 steht fiir Kuratowski!

6.3 Einbettungsbegriffe (fiir planare Graphen auf
der Ebene)

e Jede iiberkreuzungsfreie Zeichnung ist eine planare Einbettung.

e Fiir jede planare Einbettung sind die Knoten-Uhrzeigerlisten wie folgt definiert:

Fiir jeden Knoten werden alle Nachbarn im Uhrzeigersinn aufgelistet. Normierung:
beginnend mit kleinstem Knotenindex.



6.3 Einbettungsbegriffe (fiir planare Graphen auf
der Ebene) 103

Beipiel 6.3.1

1: 3,5
2: 4,6
3: 1,4,5
4: 2,6,3
5: 1,3,6
6: 2,54
Flachenuhrzeigerlisten:
— im Uhrzeigersinn fiir Innenflichen
— im Gegenuhrzeigersinn fiir die Auflenfliche
im Beispiel:
fl : 17 3: 5
f2 : 37 4: 67 5
f3 : 27 6a 4
f4: 175a6327473
Zeichnung 2 des Beispielgraphen:
4 3
4
6 5
f2
1: 3,5 fi: 1,3,5
2: 4,6 for 3,4,6,5
3: 1,4,5 fz: 2,6,4
4: 2,6,3 far 1,5,6,2,4,3
5: 1,3,6
6: 2,54

= gleiche Knoten- / Flichenuhrzeigerlisten

e Die Menge aller planaren Einbettungen mit gleichen Knoten- / Flachenuhrzeiger-
listen ist eine kombinatorische Einbettung . Zwei planare Einbettungen mit
gleichen Knoten- / Fliachenuhrzeigerlisten heiflen kombinatorisch dquivalent .
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Zeichnung 3 des Beispielgraphen:

fli
PR
I3
f43

Bis auf Spiegelung kombinatorisch dquivalent.

S O = W N =

3 4
4
5 6
f2
3,5 1: 5,3
47 6 zyklische 2 : 6’ 4
17 57 4 Permutation 3 : 5’ 4’ 1
2,3,6 4: 3,62
17673 5: 6, 3, 1
2.4,5 6: 4,52
1,53 £ o531
37 57 67 4 P:ﬁ(lﬁf;?fon f2 : 57 6) 47 3
2,4,6 f3: 4,6,2
1,3,4,2,6,5 fi: 3,4,2,6,5,1

Zeichnung 4 des Beispielgraphen:

Zu keiner bisherigen kombinatorisch dquivalent.

SOt W N~

Y

W W = O Ot

5

3
4
1
2,3,6
1,3,6

2,4,5

f13
fa:
fs:
f43

1,3,5
2,6,5,3,4
2,4,6
1,5,6,4,3
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e Rieman’sche stereographische Projektion :

a,b € R? f(a), f(b) € R?

NORDPOL

N\

f(b) sUDPOL f(a)

— Einbettungen auf der Kugeloberfliche (ohne Nordpol) ey Einbettungen auf
der Ebene

— Die Fldche (das Land), die (das) den Nordpol enthilt, entspricht der Aufien-
fliche auf der Ebene.

— Alle Projektionen der Kugeleinbettung auf die Ebene sind kombinatorisch
dquivalent.

e Fiir 3-zusammenhéngende planare Graphen existieren genau zwei verschiedene kom-
binatorische Einbettungen, die aber bis auf Spiegelung kombinatorisch dquivalent
sind.

e Bei schwicherem Zusammenhang erhélt man neue kombinatorische Einbettungen
durch ., Umklappen® von Fléchen (siche letztes Beispiel).

6.4 Duale Graphen

planarer GraphG
dualer planarer GrapliG*

i.a. Schleifen und parallel
Kanten!

G1, Gy kombinatorisch dquivalent < G7, G5 kombinatorisch dquivalent
Lénge einer Flidche in planarer Finbettung

[(f) = Lange des geschlossenen Pfades entlang der Grenze

= Grad des Flachenknotens im dualen Graphen

7.B.
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Lemma 6.4.1
Fiir alle planaren Einbettungen von G = (V, E) mit Flichenmenge F gilt

2[Bl =) _I())-

fer

Beweis: Sei G* = (V*, E*) der duale Graph zu G. Es gilt
|E] = [£7]
und deshalb
2Bl =2 = ) Av) =) _U(f).

veV* feFr

(Jede Kante wird in beiden Fillen genau zweimal gezahlt.)

6.5 FEuler-Formel

Satz 6.5.1 (Euler (1758))
Fiir einen zusammenhdngenden planar eingebetten Graphen G = (V, E) mit Flachenmen-
ge I qilt

VI =[E]+[F] =2.

Beweis: Induktion

V] =1:

. (keine oder
- beliebig viel
Schleifen)

|E|=0=|F|=1

Also |V| = |E|+ |F| = 1—=0+4 1 = 2. Fiir jede hinzugefiigte Schleife wachsen |F|
und |F| um je 1.
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V| = n > 1: G zusammenhingend = 3 wenigstens eine Kante, die keine Schleife
ist.

Wir konstruieren eine solche Kante e € E, d.h. wir entfernen sie und identifizieren
ihre Endknoten:

Kontraktion
vone

Ergebnis: G = (V', £') mit Flachenmenge F'. Es gilt |F'| = |F|. (Die Fldchen
bleiben erhalten nur die Fliachenldngen werden kiirzer.) Aulerdem

VI = VI=LIE|=|E[ -1
= VI=IEI+|F| = [V]+1=(F]+1)—[F]
VI = 1B + [F]
(Induktionsannahme) = 2

Euler entwickelte seine Formel urspriinglich fiir konvexe 3-dimensionale Polyeder.

V: Menge der O-dimensionalen Seitenflachen (Ecken)
E: Menge der 1-dimensionalen Seitenflichen (Kanten)
F:  Menge der 2-dimensionalen Seitenfliichen (Facetten)

z.B.
Tetraeder Projetion
V=4
IE|=6
IFl =
Wiirfel
Q ®
vVI=8
IE| = 12
IFI=6
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Pyramide
V| =¢
|E|=¢
IF| =&

Bemerkung 6.5.2 , »
1) Alle planaren FEinbettungen eines zusammenhingenden planaren Graphen haben die

gleiche Anzahl von Flichen.

2) Die Eulerformel gilt nicht fir unzusammenhdngende Graphen. Bei k Zusammenhangs-

komponenten gilt
\V|—|E|+|F|=Fk+ 1

6.5.1 Anwendung der Eulerformel

Satz 6.5.3

Ist G = (V, E) ein einfacher planarer Graph und |V| > 3, so gilt
|E| < 3|V]—6.

Ist G zusdtzlich dreiecksfrei (kein Dreieck als Subgraph), so gilt
|E| <2|V] —4.

Beweis: |V| > 3, G einfach
=-Jede Flichengrenze hat wenigstens 3 Kanten

=2\B| Y U(f) 2 3IF| = |F| 2 5B

feF
Einsetzen in Euler-Formel: |E| = V| + |F| =2 < |V|+ 2|E| — 2
=3Bl < |V] -2
=|E| <3|V| -6
G dreiecksfrei = (Vf € F) I(f) >4
= 2B = Y1) 2 4F| > |F| < 1|
fer
= [E| = V[ +|F| =2

1
<|VI+35El -2
1
=-<|V|-2
14

= |E| <2|V| -4

Korollar 6.5.4
Die Kuratowski-Graphen K5 und Kss sind nicht planar.
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Beweis:
Ks: 10=|F| >3|]V|-6=3-5—-6=9
Ks3: 9=|E|>2|V|—-4=2-6—4 =8 (dreiecksfrei)

Definition 6.5.5

FEin maximal planarer Graph ist ein einfacher planarer Subgraph, der nicht aufspan-
nender Subgraph eines anderen planaren Graphen ist. (Hinzufiigen einer neuen Kante
zerstort Planaritit.) Fine Triangulation ist ein einfacher planar eingebetteter Graph in
dem jede Fliche durch einen 3-Kreis begrenzt wird.

Satz 6.5.6
Fiir einen einfachen planar eingebetteten Graphen G = (V, E) sind folgende Aussagen
dquivalent:

A) Bl =3V] -6
B) G ist eine Triangulation.

C) G ist ein mazimal planarer Graph.

Beweis: A < B: Beweis vorhin |E| = 3|V| -6 < 2|E| = 3|F'| < Jede Fliche ist durch
3-Kreis begrenzt.

B < C: d Fliache f € F mit I[(f) > 3 <& 3 Kante e # E deren Hinzufiigen Planaritit
erhélt.

6.5.2 Anwendung: Regulire Polyeder

e Fldchen: reguldre Polygone gleicher Lénge.

e An jeder Ecke gleiche Anzahl von Fliachen, , platonische Korper®.

Das Expandieren auf Kugeloberflache (,,aufblasen®) gefolgt von Riemann-Projektion mit
Nordpol im Inneren einer Seitenfliche ergibt reguldren (gleiche Knotengrade) planar ein-
gebetteten Graphen G mit gleichen [(f) (Vf € F') = dualer Graph G* ist auch regulir.
Sei also G = (V, F)

e K-regulir (d.h. A(v) = KYveV)

e planar eingebettet, so daf3
I(f)=LVfe€F.
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MKV =2/B =L |F|
Euleggrmel 9 — |V| . ‘E| + |F|
2 2
— Z|E| - |B| + 2 |E
15~ 18]+ 2 18]

2 2
—E(Z-112
||(k +L)

Wegen |E| > 0 gilt

2 2 2 2
Z 1+ 2 24251
I —|—L>0:>K+L>

= 2L+ 2K > KL
= KL —-2L—-2K <0

=[(K-2)(L-2) <4

K < 3: keine 3-D Polyeder
L < 3: keine 2-D Seitenflachen
Also: ‘K >3,L> d‘

Wegen (K —2)(L—2) <4 gilt|[K <5, L <5]

Uberpriifung der Paare K, L:

=
h

(K—=2)(L—=2) | |V| |E| |F||Name
1-1=1<4 4 6 4 | Tetraeder

3 3

3 4] 1-2=2<4 8 12 6 | Hexaeder (Wiirfel)
3 5 1-3=3<4 20 30 12 | Dedekaeder

4 3 2-1=2<4 6 12 8 | Oktaeder

4 4 2:2=4>14

4 5 2:-3=6>4

5 3 3-1=3<4 12 30 20 | Ikosaeder

5 4 3:2=62>14

5 5 3:3=92>14




Kapitel 7

Planaritatstest

7.1 Einfiihrung

Lemma 7.1.1
Ein Graph G ist planar genau dann, wenn jede Zusammenhangskomponente planar ist.

Lemma 7.1.2
Ein zusammenhdngender Graph G ist planar genau dann, wenn jede 2-Zusammenhangs-
komponente planar ist.

Wegen Lemma 7.1.1 und 7.1.2 sei von nun an ohne Einschrinkung G 2-zusammenhéngend.

7.1.1 Das Divide und Conquer Konzept

Sei C' = (V,, E.) ein Kreis in G. Dann partitioniere die Kanten F\FE, wie folgt: eq,eq €
F\E, sind in derselben Klasse < es existiert ein Pfad zwischen e; und es und der Pfad
enthélt keinen Knoten aus dem Kreis V..

:@\ =

-

=

i
i

Vorgehen:
1. Wébhle einen (geeigneten) Kreis
2. Teste die so entstehenden Partitionen rekursiv auf Planaritat

3. Falls alle Partitionen planar sind, teste ob es eine Anordnung der Partitionen um
den Kreis herum gibt, die planar ist.
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Idee A: Falls Partitionen sich (paarweise) nicht kreu-
zen, so konnen diese auf derselben Seite des Kreises pla-
ziert werden.

Idee B: Falls Partitionen sich kreuzen, miissen sie auf
verschiedenen Seiten des Kreise eingebettet werden.

1974 haben Hopcroft, Tarjan eine Algorithmus angegeben, der auf diesem Verfahren be-
ruht. Erst 1996 haben Mehlhorn und Mutzel diesen Algorithmus zu einem Einbettungsver-
fahren erweitert (nicht trivial!). Das Verfahren ist ndmlich extrem schwierig und technisch
sehr aufwendig.

7.1.2 Das inkrementelle Konzept

Sei G = (V, ) ein Graph mit n = |V| Knoten. Starte mit einem Knoten v; und betrach-
te eine Folge von Knoten vq,...,v, und eine dadurch induzierte Folge von induzierten
Untergraphen

Gy = (WZ{Ul},El)
Gy = (VQZ{Ul,UQ},Ez)

G, = (Vp=Av,.... 0.}, E,) =G

Teste in jedem Schritt ¢ = 1,...,n — 1, ob das Hinzufiigen des Knotens v;,; zu G; mit
seinen zu Knoten aus V; inzidenten Kanten die Planaritit verletzt.

planar planar ?
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O(n?) Planaritiitstest von Lempel, Even und Cederbaum 1967

O(n)  Planarititstest von Booth und Liicker 1976 mit Hilfe einer
Datenstruktur ,,PQ-Baum®“

O(n)  Einbettungsalgorithmus von Chiba, Nishizeki, Abe, Ozava 1985

Verfahren ist ,,nur® sehr schwierig, dafiir technisch extrem aufwendig. Weltweit existieren
nur wenige korrekte Implementierungen.

7.2 Der Planarititstest auf der Grundlage der PQ-
Baume

In diesem Abschnitt werden wir nun, nach der griindlichen Vorstellung der Datenstruk-
tur der PQ-Béume, den Eckenadditionsalgorithmus von Lempel, Even und Cederbaum
[LEC67] vorstellen und dies mit der Anwendung der PQ-Béume in diesem Algorithmus
verbinden. Die PQ-Bédume sind zwar nicht notwendig fiir die erfolgreiche Anwendung
eines Eckenadditionsalgorithmus, durch sie kommt aber erst das gute Laufzeitverhalten
zustande.

Ein Planarititstest entscheidet, ob ein gegebener Graph G = (V, F) planar ist. Nach
Harary [Har72| ist ein Graph planar genau dann, wenn seine 2-fach zusammenhéngenden
Komponenten planar sind. Daher beschrinken wir unsere Untersuchungen von nun an auf
einfache, 2-fach zusammenhéngende Graphen G = (V, E)). Wir kénnen ferner annehmen,
dafl die Anzahl der Kanten m durch 3n — 6 beschrédnkt ist, da andernfalls der Graph nach
dem Korollar 6.5 zu Eulers Formel nicht planar ist.

Die Idee des Planaritétstests von Lempel, Even und Cederbaum [LECG67] ist, mit einer
Ecke vy des zu testenden Graphen als induzierende Eckenmenge zu starten und suk-
zessive Ecken v; zu dieser Eckenmenge zu addieren und gleichzeitig den dadurch indu-
zierten Untergraphen auf Planaritit zu testen. Beim Test des durch die Eckenmenge
{v1,v9,... U5 1, v} induzierten Untergraphen macht man sich in gewisser Weise zunut-
ze, dafl der durch die Eckenmenge {vi,vs,... ,vx 1} induzierte Untergraph planar ist.
Es braucht also bei der Addition der Ecke vy zur Menge {vy,va, ... ,vp_1} nur getestet
werden, ob die dadurch zusétzlich eingefiigten Kanten die Planaritiat des induzierten Un-
tergraphen verletzen. Ist dies der Fall, so ist G nicht planar und der Planaritétstest kann
abgebrochen werden. Andernfalls wird eine weitere Ecke zur induzierenden Eckenmen-
ge addiert und der Test wiederholt. Dies wird solange durchgefiihrt, bis der durch die
Eckenmenge induzierte Untergraph gleich dem zu testenden Graphen ist.

Die folgende Definition beschreibt eine Numerierung der Knoten von G, die wesentlich
fiir den Planaritétstest ist. Sie bestimmt, in welcher Reihenfolge die Knoten von G zur
induzierenden Eckenmenge addiert werden.

Definition 7.2.1
Sei G = (V, E) ein 2-fach zusammenhingender Graph mit. Eine Numerierung w : V —
{1,...,n} heifit st-Numerierung genau dann, wenn

1. die beiden Knoten vi,vs € V mit w(vy) = 1 und w(ve) = n zueinander adjazent
sind.
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2. fiir alle Knoten v; € V- mit w(v;) =1, 1 <1 < n existieren zwei Nachbarn v;, vy € V
mit w(v;) = j, w(vg) =k, so daff j <i < k.

v1 heifit Quelle und wird mit s bezeichnet, wihrend v, Senke heifit und mit t bezeichnet
wird.

Abbildung 7.1: Beispiel eines Graphen mit einer st-Numerierung.

Jeder 2-fach zusammenhédngende Graph besitzt eine solche Numerierung und nach Even
und Tarjan [ET76] kann eine solche st-Numerierung eines beliebigen 2-fach zusammenhén-
genden Graphen in linearer Zeit berechnet werden. Der von ihnen présentierte Algo-
rithmus basiert auf einem Tiefensuchverfahren (Depth-First-Search) und geht von einem
beliebigen Paar benachbarter Ecken aus, die als Quelle und Senke markiert werden.

Wir nehmen an, daf§ der Graph G eine st-Numerierung besitzt und verwenden von nun
an die st-Nummer einer Ecke, um uns auf diese Ecke zu beziehen.

Bemerkung 7.2.2

Die st-Numerierung der Ecken eines Graphen G induziert einen gerichteten Graphen, in-
dem alle Kanten (j, k), j < k, von der kleineren Ecke j zur gréferen Ecke k hin orientiert
werden. Hdiufig sprechen wir daher auch von den abgehenden Kanten beziehungsweise von
den ankommenden Kanten einer Ecke k und meinen damit alle Kanten (k,1) mit k <1
beziehungsweise (j, k) mit j < k.

Es sei Gk = (Vi, Ex) der durch die Ecken {1,2,...,k} induzierte Untergraph von G.
Ist £ < n, so existiert nach der Definition der st-Numerierung eine Ecke [, mit [ > k,
die zur Ecke k adjazent ist. Also existiert mindestens eine Kante zwischen den Ecken
aus Vi und den Ecken aus V' \ V4. Sei G| der Graph, der entsteht, indem alle Kanten
zwischen Ecken aus Vi, und Ecken aus V' \ Vi zu G} hinzuaddiert werden, wobei die
Enden aus V' \ V} getrennt bleiben. Existieren also in Vj zwei verschiedene Ecken i und
J, die beide denselben Nachbar [ € V'\ Vj haben, so werden zu Gy die Kanten (7,1) und
(7,1) addiert. Gleichzeitig werden aber die beiden Enden, die zur Ecke [ korrespondieren,
nicht miteinander verbunden. Diese Kanten heiflen virtuelle Kanten und ihre losen
Enden heiflen virtuelle Ecken. Die virtuellen Ecken erhalten dieselbe Nummer wie die
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6=t

Abbildung 7.2: Der durch die st-Numerierung induzierte, gerichtete
Graph.

zu ihnen korrespondierende Ecke aus V'\ V. Also erhilt sowohl die zur virtuellen Kante
(i,1) inzidente virtuelle Ecke, als auch die zu der Kante (7, 1) inzidente virtuelle Ecke die
Nummer /. In G}, kann es daher mehrere virtuelle Ecken mit derselben Nummer geben.

1 1

5 6 6 5 5 6

Abbildung 7.3: Links ist der Untergraph (4 unseres Beispiels darge-
stellt. Die Buschform By rechts ist die Einbettung des Graphen G,
bei der die virtuellen Ecken von G} im &ufleren Land plaziert werden.

Existiert eine Einbettung von G}, bei der alle virtuellen Ecken im &ufleren Land plaziert
werden, so nennen wir diese Einbettung eine Buschform des Graphen G}, und bezeichnen
sie mit By. In einer graphischen Darstellung einer solchen Buschform werden die virtuellen
Ecken {iiblicherweise auf einer horizontalen Linie unterhalb der Buschform plaziert. Gy
bezeichnen wir auch als Rumpf der Buschform B;.

Es sei G ein durch die Eckenmenge {j,j + 1,... ,k}, 1 < j <k, induzierter Untergraph
von Gy. Es sei ferner G der Graph, der entsteht, indem alle Kanten zwischen Ecken aus
{j,7+ 1,...  k} und Ecken aus V' \ V} zu G hinzuaddiert werden, wobei die Enden in
V'\ Vi getrennt gelassen werden. Eine Unterbuschform B einer Buschform B, ist die
Einbettung eines solchen Untergraphen G’, wobei B mit der Einbettung von G’ in B
iibereinstimmt.
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7Zu bemerken ist, dal die Plazierung der virtuellen Ecken im &ufleren Land fiir die Busch-
form wesentlich ist. Da es sich bei der Buschform um eine Einbettung handelt, darf es
auch bei der Plazierung der virtuellen Ecken ins &uflere Land nicht zu Kreuzungen von
virtuellen Kanten und normalen Kanten kommen. Offensichtlich besitzt daher nicht jeder
Graph G, eine Buschform B,.

Das nun folgende Lemma nach Even [Eve79] impliziert, daf8 jeder planare Graph Busch-
formen By, 1 < k < n, besitzt:

Lemma 7.2.3

Wird die Kante (s,t) auf der Grenze zum dufleren Land einer Einbettung des planaren
Graphen G gezeichnet, so werden in dieser Finbettung alle Ecken und Kanten aus G — Gy,
1 <k <n, in das duffere Land des ebenen Untergraphen Gy von G gezeichnet.

Beweis:

Wir nehmen an, dal es Ecken {vy,vs,... ,u} aus V' — V} gibt, die in einem Land F' von
Gy liegen. Alle diese Ecken haben aufgrund der st-Numerierung eine héhere Nummer,
als die Ecken auf der Grenze von F. Sei v; € {vy,vs,...,v;} die Ecke mit der grofiten
st-Nummer.

Wir zeigen, daf§ diese Ecke v; identisch mit der Senke ¢ von G ist. Hat der ebene Unter-
graph G nur ein Land, so ist dies trivial. Hat GG mindestens zwei Lander, so nehmen wir
an, dafl die Senke sich in einem Land F’ # F befindet. Die st-Numerierung impliziert,
daf3 ein Pfad (y1,¥2,...,¥,) mit y; = v; und y, = t existiert, wobei v; < ys < y3 < ... <
Yy—1 < t. Da v; und ¢ beide in verschiedenen Landern von G}, liegen, schneidet dieser Pfad
zumindest die Grenze des Landes F. Die FEcken auf der Grenze von F' sind aber sdamtlich
kleiner als v;. Also kreuzt mindestens eine Kante des Pfades eine Kante auf der Grenze
von F'. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung, daf§ der Graph G eingebettet wurde.
Also liegen v; und ¢ im selben Land und da v; maximal gewahlt wurde, ist v; = t.
Nach Voraussetzung befindet sich die Kante (s,t) auf der Grenze des dufleren Landes der
Einbettung von G, folglich befindet sich auch ¢ auf der Grenze des &ufleren Landes von G,
also wird ¢ in das duflere Land des ebenen Untergraphen von Gy gezeichnet. F' ist somit
identisch mit dem &dufleren Land von Gj,. O
Das Lemma 7.2.3 hat weitreichende Konsequenzen. Ist ein Graph planar, so existiert nach
dem Lemma bei einer beliebigen st-Numerierung eine Einbettung von G, so daB fiir alle
Untergraphen Gg, 1 < k < n, in dieser Einbettung alle Fcken und Kanten aus G — G, in
dem duBleren Land von G gezeichnet werden. Daraus folgt, daf fiir alle G, 1 < k < n,
eine Einbettung von G existiert, so dafl alle virtuellen Ecken im dufleren Land von Gj,
plaziert werden konnen. Also existiert zu jedem Gy, 1 < k < n, eine Buschform Bj. Wir
konnen somit folgendes Korollar formulieren:

Korollar 7.2.4
Ist G ein planarer, st-numerierter Graph, dann existiert die Folge der Buschformen
Bi,Bs,...,B,.

Bemerkung 7.2.5
Ist G nicht planar, so gibt es ein k, 1 < k <mn, so daff die Buschform By nicht existiert.
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Beweis:

Da G, = G ist, existiert ein k, 1 < k < n, so da} (G} nicht planar ist. Daraus folgt, dafl
G\, nicht eingebettet werden kann . Somit kann auch G nicht eingebettet werden. Also
existiert die Buschform B nicht. O
Die urspriingliche Idee des Eckenadditionsalgorithmus war, festzustellen ob die einzelnen,
durch eine Fckenmenge induzierten Untergraphen Gy, 1 < k < n, planar sind. Diese
Frage a8t sich nach dem vorangegangenen Korollar und dem Lemma 7.2.3 auf die Exi-
stenz der Buschformen By, Bs,. .. , B, reduzieren. Es geniigt also, um einen Graphen auf
Planaritiat zu testen, festzustellen, ob alle Buschformen existieren. Die eigentliche Idee
des Eckenadditionsalgorithmus von Lempel, Even und Cederbaum [LEC67] ist nun, die
Frage der Existenz einer Buschform B, 1 < k < n, auf ein Problem zu transformieren,
in dem nach Permutationen und Reversionen innerhalb der Buschform Bj gesucht wird,
so dafl nach Anwendung dieser Permutationen und Reversionen alle virtuellen Ecken der
Nummer k41 eine zusammenhéangende Folge innerhalb der horizontalen Plazierung aller
virtuellen Ecken im aufleren Land von G}, bilden.

Die Permutationen und Reversionen orientieren sich an den Schnittecken und Blocken
einer Buschform By, das heifit sie werden in der Einbettung des G angewendet. Der
Graph G, besitzt keine eindeutig bestimmte Buschform By, da die Schnittecken die zu
ihnen adjazenten Blocke beliebig um sich herum gruppieren konnen, wiahrend die Blocke
von (7}, umgekehrt werden konnen. Diese beliebigen Anordnungen bei Schnittecken bezie-
hungsweise die Umkehrungen bei Blocken sind gerade die Permutationen beziehungsweise
Reversionen.

Bk S

t g fe f did fe

Abbildung 7.4: Zwei verschiedene Buschformen By und By, eines Un-
tergraphen GG, mit virtuellen Ecken d, e, f, g, und ¢.

Es ist leicht, aus G}, den Graphen G, zu konstruieren. Um den Rumpf Gy zu erzeugen,
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brauchen dazu lediglich die losen Enden aller virtuellen Kanten, die zu einer virtuellen
Ecke k 4+ 1 inzident sind, miteinander verbunden zu werden. AnschlieBend werden die
virtuellen Kanten (k+ 1,w) € E, w € V' \ Vj41 eingefiigt und wir erhalten den Graphen
Leider gibt die beschriebene Konstruktion keine Auskunft dariiber, ob eine Buschform
B4 existiert. Wir werden daher eine Buschform By, falls sie existiert, direkt aus der
Buschform By, konstruieren. Eine solche Konstruktion gelingt uns dann, wenn eine Busch-
form von G, existiert, in der die virtuellen Ecken der Nummer & + 1 in der horizontalen
Front aller virtuellen Ecken von G, eine zusammenhéngende Folge bilden. In diesem Fall
gilt namlich das folgende Lemma:

Lemma 7.2.6

Fine Buschform Byy1, 1 < k < n, existiert genau dann, wenn eine Buschform By exi-
stiert, in der die virtuellen Ecken der Nummer k + 1 eine zusammenhdngende Folge in
der Folge aller virtuellen Ecken bilden.

Beweis:

Es sei also eine Buschform B, gegeben, in der die virtuellen Ecken der Nummer k +
1 eine zusammenhéngende Folge innerhalb der Folge aller virtuellen Ecken einnehmen.
Das bedeutet, in der horizontalen Plazierung der virtuellen Ecken im &dufleren Land der
Einbettung von Gj, werden die virtuellen Ecken der Nummer £ + 1 durch keine andere
virtuelle Ecke voneinander getrennt. Nun sind die virtuellen Kanten (v, k+1) € E, v € Vj,
gerade die Kanten, die neu hinzugefiigt werden, wenn zu G}, die Ecke k + 1 addiert wird,
um G}, zu erzeugen. Da in der Einbettung By die virtuellen Ecken der Nummer &k + 1
eine zusammenhédngende Folge bilden, konnen die losen Enden der virtuellen Kanten
(v,k+1) € E,v € Vi, in der Einbettung von By miteinander verbunden werden, ohne dafl
sich Kanten schneiden. Damit ist es uns gelungen, die Ecke £+ 1 mit ihren ankommenden
Kanten innerhalb der Einbettung von B; einzubetten. Offensichtlich befindet sich die so
eingebettete Ecke auf der Grenze des dufleren Landes. Daher konnen nun die virtuellen
Kanten (k+ 1,w) € E, w € V \ Vj41, ebenfalls in das &duBlere Land eingebettet werden.
Die so konstruierte Einbettung ist eine Buschform Bj,.

Ist umgekehrt eine Buschform By, gegeben, so kann daraus eine Buschform Bj, konstru-
iert werden, in der die virtuellen Kanten (v,k+ 1) € E, v € V4, eine zusammenhéngende
Folge bilden. Dazu entfernen wir lediglich alle virtuellen Kanten (k+1,w) € E, w € V\V,
aus der Einbettung. Da nach der st-Numerierung mindestens eine solche virtuelle Kante
existiert und diese nach Voraussetzung im duflersten Land von B;; eingebettet ist, be-
findet sich die Ecke k + 1 auf der Grenze des &uleren Landes. Durch Entfernen der Fcke
und Finfiihren virtueller Kanten anstelle der ankommenden Kanten der Ecke k+ 1 erhélt
man das Gewiinschte. O
Das Problem der Uberpriifung der Existenz der Buschform By, reduziert sich dadurch
auf die Frage: Gibt es eine Buschform By, in der die virtuellen Ecken der Nummer & + 1
eine zusammenhidngende Folge bilden? Nun erfiillt die vorliegende Buschform Bj; diese
Anforderung im allgemeinen nicht. Daher mufl diese Frage anders gestellt werden: Kann
die vorliegende Buschform so verdndert werden, dafl sie anschlieBend immer noch eine
Buschform ist und die virtuellen Ecken der Nummer k& + 1 eine zusammenhéngende Folge
bilden? Die moglichen Verdnderungen, die vorgenommen werden diirfen, sind die bereits
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angesprochenen Permutationen von Blocken bei Schnittecken und die Umkehrung der
eingebetteten Blocke. Das Korollar des folgenden Lemmas nach Even [Eve79] wird diese
Vermutungen bestétigen:

Lemma 7.2.7

Es sei Gy, ein Untergraph eines planaren Graphen G. Es seien By, und By, zwei ver-
schiedene Buschformen von Gy. Ferner sei B, eine Unterbuschform von By, und Bg ein
Unterbuschform von By, derart, daff B, und Bg dieselben Ecken gemeinsam haben. Dann
existiert eine Folge von Permutationen und Reversionen, mit denen die Unterbuschform
Bg in eine Unterbuschform B., transformiert werden kann, so daf$ in B, die virtuellen
Ecken auf der Horizontalen in derselben Reihenfolge erscheinen, wie in B,.

Beweis:

Wir beweisen das Lemma mittels Induktion iiber die Anzahl der Ecken in der Buschform.
Bestehen die beiden Unterbuschformen nur aus einer Ecke zusammen mit den adjazenten,
virtuellen Ecken, so ist die Behauptung trivialerweise erfiillt.

Es sei daher die Behauptung fiir alle Unterbuschformen B, und Bz mit [—1, [ < k, Ecken
erfiillt, und es seien B, und Bz Unterbuschformen mit [ Ecken. Es sei v die kleinste Ecke
geméB der st-Numerierung in B, und Bg.

1.Fall: v ist eine Schnittecke in den beiden Unterbuschformen. Dann zerfallen die bei-
den Unterbuschformen durch Entfernen der Ecke v in Zusammenhangskomponenten
B,,. Ba,, ... , By, beziehungsweise By, , Bg,, . . . , Bg,. Diese Zusammenhangskompo-
nenten sind wegen der Minimalitidt von v Unterbuschformen von B, bezichungsweise
Bg. Sollten sie in Bg nicht in derselben Reihenfolge erscheinen wie in B,,, so kann, da
v eine Schnittecke ist, durch geeignete Permutation der Bg,, Bg,. ... , Bs, eine Un-
terbuschform B’7 erzeugt werden, in der die Bg,, Bg,, ... , Bg, dieselbe Reihenfolge
einnehmen wie die B,,, Ba,. ... , Ba, in B,. Dadie Bg,, Bg,, . .. , Bs, Unterbuschfor-
men mit maximal [ —1 Ecken sind, existieren nach Induktionsvoraussetzung Permu-
tationen und Reversionen, mit denen diese Unterbuschformen in Unterbuschformen
B,,,B,,,... B, transformiert werden kénnen, in denen die virtuellen Ecken in der-
selben Reihenfolge auf der Horizontalen erscheinen, wie in den Unterbuschformen
Ba,, Ba,, ... , Ba,. Das Resultat ist die gesuchte Unterbuschform B,.

2.Fall: v ist keine Schnittecke in den beiden Unterbuschformen. Dann existiert eine 2-fach
zusammenhingende Komponente, in der die Ecke v enthalten ist. Sei H die grofite
von all diesen 2-fach zusammenhéngenden Komponenten. Seien ferner uy, uo, ... , u;
die Schnittecken in B, auf der Grenze des dufleren Landes von H. Diese Ecken er-
scheinen auf der Grenze des &ufleren Landes von H in Bj in derselben Reihenfolge
wie in B, oder in umgekehrter Reihenfolge. Sollte die Reihenfolge umgekehrt sein,
so wird eine Reversion von H vorgenommen: H wird um v herum gedreht. Zu jeder
dieser Schnittecken wy, ug, ... ,u; ist mindestens eine weitere Komponente adjazent.
Jede dieser Komponenten ist aufgrund der Minimalitét von v eine Unterbuschform
mit maximal [ — 1 Ecken. Also erhélt man wie im 1.Fall nach Induktionsvorausset-
zung die Behauptung.
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Korollar 7.2.8

Sei By, eine beliebige Buschform eines Untergraphen Gy, eines planaren Graphen G. Dann
existiert eine Folge von Permutationen und Reversionen, so dafS die virtuellen Ecken der
Nummer k + 1 eine zusammenhdingende Folge einnehmen.

Beweis:

Nach Korollar 7.2.4 existiert die Buschform Bj,;. Nach Lemma 7.2.6 existiert dann eine
Buschform By, in der die virtuellen Knoten der Nummer k + 1 eine zusammenhéngende
Folge bilden. Nach Lemma 7.2.7 existiert dann fiir eine beliebige Buschform B, eine Folge
von Permutationen und Reversionen, so dafl By, in eine Unterbuschform Bj, transformiert
werden kann, in der die virtuellen Ecken auf der Horizontalen in derselben Reihenfolge
wie in Bk erscheinen. O
Der Weg fiir einen brauchbaren Ansatz eines Eckenadditionsalgorithmus ist nun geebnet.
Nach Korollar 7.2.4 wissen wir, daf§ jeder 2-fach zusammenhéngende, planare Graph G
Buschformen By, 1 < k < n, besitzt. Nach Korollar 7.2.8 kann jede der Buschformen By,
1 <k < n, in eine Buschform Bj, transformiert werden, so dafl die virtuellen Ecken k& + 1
eine zusammenhéingende Folge einnehmen. Damit ergibt sich folgender Planaritétstest fiir
einen 2-fach zusammenhéngenden Graphen:

Boolean procedure PLANAR(G);
begin
Berechne eine st-Numerierung der Ecken von G;
Konstruiere die Buschform By;
for k:=1ton—1
begin
Versuche aus By, eine Buschform Bj, zu konstruieren, in der alle
Ecken der Nummer k + 1 eine zusammenhéngende Folge bilden;
if Konstruktion von Bj, schléagt fehl then
begin
Breche Algorithmus ab;
return FALSE;
end; {if}
else
Konstruiere die Buschform By, aus By;
end; {for}
return TRUE;
end {begin}

Bemerkung: LEC konnten mit diesem Ansatz ein Verfahren mit O(n?) Laufzeit ent-
wickeln.

7.3 PQ-Biume

Die PQ-Béume wurden von Booth und Lueker [BL76] eingefiihrt, um Probleme zu 16sen,
bei denen auf einer Menge U von Objekten bestimmte Permutationen gesucht werden,
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die gewisse Restriktionen beachten. Permutationen, die solche Restriktionen beachten,
werden als zuléssige Permutationen bezeichnet. Welche Permutationen zuléssig sind, ist
zwar weitestgehend durch die problemabhéngigen Restriktionen gegeben, sie basieren aber
bei den von Booth und Lueker betrachteten Problemen auf dem folgenden Grundsatz:

Von den bereits bekannten zuldssigen Permutationen einer
Menge U lassen wir nur diejenigen Permutationen zu, bei
denen die Elemente einer Teilmenge S C U eine zusam-
menhdngende Folge einnehmen.

Eine Restriktion entspricht demnach einer Teilmenge S C U, in der je zwei Elemente
aus S nicht durch ein Element aus U \ S getrennt werden diirfen. Alle Permutationen,
bei denen eine Trennung von zwei Elementen aus S durch ein fremdes Element vorliegt,
miissen verboten werden, wihrend die zulédssigen Permutationen genau diejenigen sind,
bei denen alle Elemente aus S eine zusammenhéngende Folge bilden.

Der PQ-Baum ist eine Datenstruktur und wird verwendet, um die Klasse aller zulédssigen
Permutationen der Menge U zu repréasentieren. Ferner ermdglicht uns der PQ-Baum
die Klasse der zulédssigen Permutationen weiter zu beschrénken, falls eine zusétzliche
Restriktion in Form einer weiteren Teilmenge S’ eingefiihrt werden soll. Ist eine Menge U
mit zuldssigen Permutationen bezogen auf Teilmengen S C U gegeben, so muf3 die Klasse
der zuldssigen Permutationen bei Einfiihrung einer weiteren Menge S’ reduziert werden.
Das heifit, gesucht wird eine Teilmenge der bis dato zulédssigen Permutationen, bei denen
die Elemente von S’ eine zusammenhiangende Folge einnehmen. Gefunden wird diese
Teilmenge, indem durch noch néher zu definierende Operationen auf dem entsprechenden
PQ-Baum die Elemente von S’ in allen Permutationen zusammengehalten werden. Man
spricht bei den entsprechenden Operationen auf dem PQ-Baum von einer Reduktion in
Bezug auf die Menge S, oder einfacher von der Reduktion der Menge S.

Ziel ist es, bei einem Problem mit gegebenen Restriktionen festzustellen, ob iiberhaupt
zuldssige Permutationen auf der dem Problem zugrundeliegenden Menge U von Objekten
existieren, bei denen alle diese Restriktionen erfiillt sind. Zusétzlich sollen diese zuléssigen
Permutationen, falls sie existieren, angegeben werden. Die Restriktionen lassen sich durch
Teilmengen Sy, Sy, ... , Sk C U darstellen, deren Elemente jeweils eine zusammenhéngen-
de Folge in U einnehmen sollen. Um nun festzustellen, ob zuldssige Permutationen exi-
stieren, in denen fiir jede Teilmenge S;, i € {1,2,...,k}, alle Elemente eine zusam-
menhéngende Folge bilden, geht man sukzessive vor. Dazu startet man mit der Menge
aller Permutationen iiber der Menge U als die zuléssigen Permutationen und iiberpriift
zunéchst fiir S7, ob zulidssige Permutationen in U existieren, bei denen alle Elemente
von S; eine zusammenhédngende Folge bilden. Sollte dies der Fall sein, und dies ist fiir
S1 trivialerweise immer der Fall, so erlauben wir von nun an nur noch die Permutatio-
nen, bei denen die Elemente von S; eine zusammenhéngende Folge bilden. Wir haben
also die Menge S; reduziert und die Menge der urspriinglich zuléssigen Permutationen
ist kleiner geworden. Mit den Mengen Sy bis S wird ebenso verfahren, wobei fiir jede
Menge S;, i € {2,3, ..., k}, die Grundlage zur Bestimmung der zulissigen Permutationen
gerade die Permutationen sind, in denen die Elemente der Mengen S;, 1 < j < i, eine
zusammenhéngende Folge bilden.

Wir wollen nun die verwendete PQ-Baum Datenstruktur definieren. Um dies in verniinf-
tiger Weise durchfithren zu konnen, benotigen wir zunéchst einige allgemein gehaltene
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Informationen iiber Baume als Datenstruktur, wie sie unter anderem bei Cormen, Lei-
serson und Rivest zu finden sind [CLR89]. Grundlage dieser Datenstruktur bildet der
graphentheoretische Begriff des Baumes.

Definition 7.3.1

FEin verwurzelter Baum ist ein Baum mit einer ausgezeichneten Ecke. Diese ausge-
zeichnete Ecke wird als Wurzel bezeichnet. Die Ecken eines verwurzelten Baumes nennen
wir Knoten.

Bemerkung 7.3.2
Offensichtlich existiert fiir jede Ecke eines Baumes genau ein Pfad zu jeder anderen Ecke.

Sei X ein Knoten in einem verwurzelten Baum 7. Sei R die Wurzel von T'. Dann gibt es
nach Bemerkung 7.3.2 genau einen Pfad von X zur Wurzel R. Alle Knoten auf diesem
Pfad sind Vorfahren von X. Ist Y ein Knoten auf diesem Pfad, so heifit Y Vorfahre
von X und X ist Nachfahre von Y. Gilt zusétzlich X # Y, so ist Y echter Vorfahre
von X und X ist echter Nachfahre von Y. Ist Y ein echter Vorfahre von X und (Y, X)
eine Kante im Baum, so wird Y iiblicherweise als Vater von X und X als das Kind von
Y bezeichnet.

Definition 7.3.3

Sei V' die Menge aller Nachfahren eines Knotens X des verwurzelten Baumes T. Sei T”
der durch V' induzierte Unterbaum von T. T" heifst verwurzelter Unterbaum von T'
genau dann, wenn X Wurzel von T ist.

Bis auf die Wurzel besitzt jeder Knoten X genau einen Vater im Baum. Haben zwei
Knoten denselben Vater, so bezeichnen wir diese Knoten als Geschwister. Knoten, die
keine Kinder besitzen, werden als externe Knoten oder Blatter bezeichnet, alle anderen
Knoten heiflen interne Knoten.

Wir vereinbaren, in Zukunft den Zusatz echt bei echten Vorfahren und echten Nachfahren
zu unterdriicken.

Die Definition eines verwurzelten Baumes legt nicht fest, in welcher Reihenfolge die Kinder
eines Knotens zu erscheinen haben. Zwei Baume sind daher gleich, wenn sie dieselben
Knoten und Kanten besitzen und derselbe Knoten ausgezeichnet ist. Die folgenden Biaume
legen gleichzeitig eine Reihenfolge ihrer Kinder fest:

Definition 7.3.4
Ein geordneter Baum ist ein verwurzelter Baum, bei dem die Kinder jedes Knotens
geordnet sind.

Zwei geordnete Béaume sind genau dann gleich, wenn die zugrundeliegenden verwurzelten
Béaume gleich sind und die Reihenfolge, in der die Kinder jedes internen Knotens des einen
Baumes erscheinen, mit der Reihenfolge der Kinder des gleichen Knotens des anderen
Baumes iibereinstimmt. In geordneten Baumen heiflien zwei Knoten zueinander adjazent,
wenn sie Geschwister sind und in der Ordnung der Kinder ihres Vaters nebeneinander
erscheinen.
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Vielfach werden die geordneten Baume als Datenstruktur verwendet, in denen die Knoten
ganze Datensétze speichern. Die in diesem Abschnitt vorgestellten PQ-Bédume unterschei-
den sich in dieser Hinsicht, da das Mitfithren von Datenséitzen den Blattern eines Baumes
vorbehalten ist. Die internen Knoten haben eine vollig andere Funktion, die, wie wir im
folgenden feststellen werden, geeignet ist, das eingangs vorgestellte Problem zu l6sen.

Definition 7.3.5

Sei eine universelle Menge U = {ay,as,...a,} gegeben. Die Klasse aller PQ-Biume
tiber diese Menge ist definiert als die Menge aller geordneten Bdume, deren Blitter Ele-
mente aus U sind, und deren interne Knoten entweder P-Knoten oder Q-Knoten sind.

Als Beispiel wird jede der folgenden drei Operationen einen legalen PQ)-Baum konstruie-
ren:

1. Jedes Element a; € U ist ein PQ-Baum, dessen Wurzel das Element selber ist. Der
Baum besteht aus einem einzigen Blatt und wir zeichnen ihn, indem wir lediglich
das Element selbst darstellen.

2. Sind Ty, T, ..., T, PQ-Béume, so ergibt der in Abbildung 7.5 dargestellte Baum
einen PQ-Baum mit einem P-Knoten als Wurzel. Wir zeichnen den P-Knoten als
Kreis und plazieren seine Kinder unterhalb des Kreises.

Tl T2 Tk
Abbildung 7.5: Ein P-Knoten mit den Kindern 17,75, ..., Tk.

3. Sind Ty, T, ..., T, PQ-Béume, so ergibt der in Abbildung 7.6 dargestellte Baum
einen PQ-Baum, dessen Wurzel ein (Q-Knoten ist. Wir zeichnen den @)-Knoten als
Rechteck und plazieren seine Kinder unterhalb des Rechteckes.

\
T1 T2 Tk

Abbildung 7.6: Ein -Knoten mit den Kindern 77,75, ..., T.

Der Unterschied zwischen einem P-Knoten und einem @-Knoten beruht darauf, wie die
Kinder des jeweiligen Knotens behandelt werden. Wir werden dies in Kiirze erlautern,
doch zunéchst sollen noch einige einschriankende Bedingungen an die PQ-Biume gestellt
werden.
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Definition 7.3.6
Ein PQ-Baum tiber eine Menge U heifst zuléssig genau dann, wenn die folgenden drei
Bedingungen gelten:

1. Jedes Element a; € U erscheint genau einmal als Blatt in dem PQ-Baum.
2. Jeder P-Knoten hat mindestens zwei Kinder.
3. Jeder Q-Knoten hat mindestens drei Kinder.

Die erste Bedingung ist deshalb so wichtig, da mogliche Permutationen auf der Menge
U untersucht werden sollen. Daher wiirde es keinen Sinn machen, wenn Elemente aus U
mehr als einmal als Blatt erscheinen und andere dafiir gar nicht. Auflerdem machen P-
Knoten mit nur einem Kind wenig Sinn. Sie ergeben lediglich lange Ketten innerhalb eines
Baumes. Dies sollte vermieden werden, da die Untersuchung von Ketten sehr kostspie-
lig ist. Daher darf ein zuldssiger PQ-Baum nur P-Knoten mit mindestens zwei Kindern
haben. Die dritte Einschrankung basiert, wie wir noch sehen werden, auf den Eigenschaf-
ten, die wir den Knoten noch zuschreiben werden. Diese Eigenschaften bedingen, dafl
sich ein -Knoten mit nur zwei Kindern nicht von einem P-Knoten mit zwei Kindern
unterscheidet.

Obwohl wir uns auf die Betrachtung zuldssiger PQ-Baume beschrinken, konstruieren die
in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen zur Reduktion von Teilmengen nicht immer
einen zuliissigen PQ-Baum. Dies soll uns aber nicht weiter storen, da diese Unzuldssig-
keiten mit dem Abschlufl einer Reduktion immer behoben werden und somit nach ihrer
Anwendung wieder ein zuldssiger PQ-Baum existiert.

Liest man die Blatter eines PQ-Baumes von links nach rechts, so ergibt sich die Front des
PQ-Baumes. Diese Front stellt offensichtlich eine Permutation der Elemente der Menge U
dar. Beispielsweise besitzt der Baum fiir die Menge U = {A, B,C, D, E, F,G,H,I,J, K}
in Abbildung 7.7 als Front gerade die Permutation ABCDEFGHIJK. Analog ergibt sich
die Front eines Knotens des Baumes, indem die Blatter unter seinen Nachfahren von links
nach rechts gelesen werden. Zwei Blatter in der Front eines PQ)-Baumes heiflen adjazent,
wenn sie eine zusammenhéngende Folge bilden.

G H J K

Abbildung 7.7: Ein PQ-Baum iiber die Menge U =
{A,B,C,D,E,F\G,H,I,J K}.

Offensichtlich gibt es PQ-Baume iiber eine Menge U, deren zugrundeliegenden, verwurzel-
ten Baume zwar gleich sind, die selber aber nicht zueinander identisch sind. Kennzeich-
nend ist, daB jeder dieser PQ-Badume eine andere Front besitzt, jeder Baum also eine
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andere Permutation der Elemente von U darstellt. Gelingt es nun, einen Bezug zwischen
PQ-Bédumen, deren zugrundeliegenden, verwurzelten Biéume gleich sind, und der Menge
der zuléssigen Permutationen einer Menge U mit gegebenen Restriktionen herzustellen,
so konnen PQ-Bidume als Repriasentanten von zuldssigen Permutationen der Menge U
verwendet werden.

Hierbei ist es von Vorteil, dafl wir bei der Definition der PQ-Baume darauf verzichtet
haben, die Reihenfolge der Kinder der internen Knoten vorzuschreiben. Stattdessen lassen
wir bestimmte Neuordnungen unter den Kindern der internen Knoten zu. Das gibt uns die
Moéglichkeit, in einem Baum die Ordnung der Kinder der internen Knoten zu verdndern,
um dadurch eine verdnderte Front zu erhalten, die eine weitere Permutation der Elemente
der Menge U darstellt. Dies fassen wir formal wie folgt auf:

Definition 7.3.7

Zwei zulissige PQ-Bdume sind Aquivalent genau dann, wenn sich einer der beiden
Biume durch Aquivalenztransformationen in den anderen Baum transformieren lifst.
Bei den Aquivalenztransformationen handelt es sich um die folgenden mdglichen Neuord-
nungen der Kinder von internen Knoten:

1. Die beliebige Permutation der Kinder eines P-Knotens.

2. Die Umkehrung der Reihenfolge der Kinder eines Q-Knotens, eine sogenannte Re-
version der Kinder.

Damit haben wir nachtriaglich den Unterschied zwischen einem P- und einem (-Knoten
geklart. Ublicherweise schreiben wir verkiirzend anstatt iiber Permutation der Kinder
von P-Knoten und Umkehrung der Kinder von @Q-Knoten einfach von Permutationen
und Reversionen im P@Q-Baum. Meist schreiben wir allerdings noch einfacher nur von
Permutationen im PQ-Baum und meinen damit eine Folge von Aquivalenztransformatio-
nen.

Eine mogliche Permutation der Menge U = {A,B,C,D,E, F,G,H,I,J, K}, die ohne
weiteres mit Hilfe der Aquivalenztransformationen, angewandt auf den in Abbildung 7.7
dargestellten Baum, erreicht werden kann, ist in der Abbildung 7.8 dargestellt.

Die zu einem zuldssigen PQ-Baum T dquivalenten PQ-Baume formen zusammen mit 7’
eine Aquivalenzklasse. Jeder Baum aus einer solchen Aquivalenzklasse hat eine andere
Front. Da die Blatter in der Front des jeweiligen PQ)-Baumes eine Permutation der Menge
U darstellen, ergibt die Aquivalenzklasse eines PQ-Baumes eine Menge von Permutatio-
nen der Elemente einer Menge U. Wir bezeichnen diese Menge der Permutationen mit
cons(T), wobei T ein beliebiger Repriisentant aus der Aquivalenzklasse ist. Offensichtlich
gilt also:

cons(T) = {Front(T")|T" =T}

Der Baum in der Abbildung 7.8, dessen Front gerade die Permutation BGHIKJFEDCA
ergibt, ist demnach ein Element aus der Aquivalenzklasse des Baumes aus der Abbil-
dung 7.7. Diese Aquivalenzklasse enthélt nach Booth und Lueker [BL76| insgesamt 768

verschiedene Baume und reprasentiert somit auch 768 verschiedene Permutationen der
Menge {A,B,C,D,E, F,G,H,I,J, K}.
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Abbildung 7.8: Ein zum P@Q-Baum aus Abbildung 3.3 dquivalenter
Baum.

Betrachtet man das Beispiel genauer, so féllt auf, daf§ Teilmengen S € U existieren, deren
Elemente in allen dquivalenten PQ-Béumen eine zusammenhédngende Folge bilden. Das
gilt beispielsweise fiir die Mengen {E,F} und {H,G,I,J,K}. Auf der anderen Seite gibt es
Teilmengen, wie die Menge {C,D.I}, die nie eine zusammenhéingende Folge bilden kénnen.
Bei der Menge {C,D,I} kénnen zwar C und D eine zusammenhéngende Folge bilden, aber
die Blatter des Baumes kénnen offensichtlich nie so permutiert werden, da3 T zu C oder
D benachbart ist.

Den bisherigen Betrachtungen nach zu urteilen, scheinen sich die PQ-Baume zur Dar-
stellung einer Klasse von Permutationen zu eignen. Damit erhalten wir einen Ansatz zur
Lésung unseres urspriinglichen Problems, ndmlich bei einer gegebenen Menge von Objek-
ten U sowie k Restriktionen, dargestellt durch Teilmengen S; C U, 1 < i < k, zuldssige
Permutationen zu finden beziehungsweise festzustellen, dafl keine zuldssigen Permutatio-
nen existieren. Dafl wir dabei tatséchlich sowohl P- als auch @-Knoten benotigen, und
wir nicht nur mit P-Knoten auskommen, kann man sich leicht an einem Beispiel klar
machen. Wir miissen in der Lage sein, mit Hilfe der Aquivalenzklasse eines Baumes, alle
moglichen Mengen von zuléssigen Permutationen einer Menge U darzustellen. Angenom-
men, eine Menge U := {A,B,C} besitzt die zuléssigen Permutationen {ABC,CBA}, so
sind wir nicht in der Lage, diese Menge mit Hilfe eines Baumes darzustellen, der nur aus
P-Knoten und Blattern besteht. Somit kénnen wir nicht auf (-Knoten verzichten. Daf3

A B C

Abbildung 7.9: Der PQ-Baum iiber der Menge U = { A, B, C'} mit den
zuléssigen Permutationen {ABC,CBA}.

wir aber tatsdchlich mit den beiden Knotentypen auskommen und damit alle Mengen von
moglichen Permutationen auf einer Menge U darstellen kénnen, ist nicht ganz so leicht
zu zeigen, wurde aber von Booth und Lueker [BL76] bewiesen.

Um nun bei einer gegebenen Menge U mit den Restriktionen {Si,Ss, ..., Sk} festzu-
stellen, ob zuldssige Permutationen existieren, starten wir mit einem P@Q-Baum, den wir
den universellen Baum T(U, U) nennen wollen. Dieser Baum besteht nur aus einem
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T(U,U)
a; a, an,

Abbildung 7.10: Der universelle Baum T(U, U) iiber der Menge U =
{a1,a9,... ,a,}.

P-Knoten als Wurzel und allen Elemente der Menge U als Kinder dieses Knotens. Der
universelle Baum représentiert offensichtlich alle Permutationen der Menge U.

Es wird nun so vorgegangen, dafl die Mengen Sy bis Sy der Reihe nach untersucht werden.
Wir starten mit der Menge S; und untersuchen den PQ-Baum Tj := T'(U, U) darauthin,
ob eine Permutation der Blitter des Baumes existiert, so dafl die Elemente aus S; eine
zusammenhédngende Folge innerhalb der Front bilden. Sollte dies der Fall sein, und dies ist
offensichtlich bei dem Baum Tj erfiillt, so wird durch entsprechendes Einfiigen von weite-
ren P- und Q-Knoten in den PQ-Baum die Front des Baumes so gebunden, dafl in allen
zu dem Baum &dquivalenten Bdumen die Elemente aus S; immer eine zusammenhéngende
Folge bilden. Die Menge der Permutationen, die der PQ-Baum darstellt, ist verringert
worden. Dadurch verringert sich die Menge der zulédssigen Permutationen der Menge U,
die Menge S ist reduziert worden.

Fiir jede weitere Menge S;, i € {2,...,k}, wird der PQ-Baum T;_; untersucht und
gegebenenfalls reduziert. Dieser Baum T;_; repréasentiert alle zuléssigen Permutationen, in
denen die Mengen Sy, So, ... , S;_1 eine zusammenhéngende Folge bilden, und es wird nun
versucht, diese zulidssigen Permutationen in Bezug auf die Menge S; weiter zu reduzieren.
Sollte die Menge U tatsachlich zuldssige Permutationen besitzen, so dafl alle Restriktionen
erfiillt sind, so finden wir auf diese Art und Weise einen PQ-Baum T}, der alle zuléssigen
Permutationen représentiert. Sollten allerdings keine zuléssigen Permutationen existieren,
so werden wir bei dem Versuch scheitern, zuldssige Permutationen fiir eine Menge S; in
einem Baum T;_; festzustellen. Die Menge S; kann nicht reduziert werden. Um dies in
irgendeiner Form kenntlich zu machen, werden wir dann den gesamten Baum 7; ; durch
einen Nullbaum ersetzen. Ein Nullbaum ist ein Baum, der keinerlei Knoten besitzt, nach
unserer Definition also gar kein PQ-Baum ist. Wir verwenden ihn trotzdem, da er keine
Front besitzt und die Menge der zuldssigen Permutationen trivialerweise leer ist. Damit
iibernimmt er die wichtige Aufgabe, Probleme zu reprisentieren, fiir die keine zuldssigen
Permutationen existieren, also nicht lésbar sind.

7.3.1 P@-Baum Schablonen

Die Beschreibung des vorangegangenen Abschnitts war noch recht informal in Bezug auf
die sukzessive Reduktion von Teilmengen Sy, Sy, ..., S einer Menge U in einem PQ-
Baum zur Bestimmung der zuldssigen Permutationen. Wir wollen uns daher in diesem
Abschnitt intensiv mit der Reduktion einer Teilmenge S C U auseinandersetzen.

Hat man eine Teilmenge S C U und einen zuldssigen PQ-Baum 7' gegeben, so wird ein
neuer PQ-Baum 7" benotigt, der nur solche Permutationen reprisentiert, in denen die
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Blatter, welche die Elemente von S darstellen, eine zusammenhédngende Folge einnehmen.
Wir nennen 7" die Reduktion von 1" beziiglich S, sprechen aber meist von dem reduzierten
Baum 7" und meinen damit 7".

Eine recht einleuchtende Methode, um den Baum 7”7 zu finden, ist den Baum zu durchmu-
stern. Wir untersuchen jeden einzelnen Knoten des Baumes, wobei darauf geachtet wird,
daf3 ein Knoten erst dann bearbeitet wird, wenn alle seine Kinder bearbeitet worden sind.
Auf diese Weise erhélt man fiir jeden Knoten X Informationen dariiber, welches seiner
Kinder gerade Elemente der Menge S in seiner Front besitzt. Auf der Grundlage dieser
Informationen konnen die Kinder des Knotens X anschlieBend so gruppiert werden, dafl
die Kinder mit Elementen aus S in ihrer Front eine zusammenhédngende Folge einneh-
men. Natiirlich kann es passieren, dafl eine solche Anordnung der Kinder nicht gelingt
und somit eine Reduktion des Baumes beziiglich der Menge S scheitert.

Die Fille, in denen eine Anordnung der Kinder eines Knotens X existiert, so dafl die
Elemente aus S, die sich in der Front von X befinden, eine zusammenhéngende Folge
einnehmen, lassen sich katalogisieren. Es gibt insgesamt dreizehn solcher Félle. Jedem
Fall kann ein zugrundeliegendes Muster zugeordnet werden. Dieses Muster entspricht
den zuldssigen Permutationen der Blédtter in der Front des betrachteten Knotens X, bei
der die Elemente aus S eine zusammenhéngende Folge bilden. Dieses Muster wird im
Baum substituiert. Eine solche Substitution behélt die zuldssigen Permutationen des
Musters bei. Ferner fithrt sie zusétzliche Restriktionen in Form von P- und @-Knoten
ein, die verhindern, dal andere Permutationen als die des Musters, zuléssig sind. Nach
der Substitution konnen die Elemente aus S in der Front von X nicht mehr eine unzu-
sammenhéngende Folge einnehmen.

Muster und Substitution ergeben zusammen eine Schablone. Bei der Durchmusterung
des Baumes wird nun fiir jeden Knoten X iiberpriift, ob eine der Schablonen auf X an-
wendbar ist. Existiert keine solche Schablone, so ist der Baum nicht reduzierbar. Existiert
eine solche Schablone, so wenden wir sie an und substituieren das Muster. Wir sprechen
in diesem Zusammenhang auch von einer Reduktion des Knotens X.

Ein Algorithmus zur Reduktion einer Menge S C U lafit sich nun grob darstellen.
QUEULE sei dabei ein First-in First-out Stapel mit den beiden Operationen dequeue,
die das erste Element von QU EUE ausgibt, und enqueue, welche ein neues Element in
QUEUFE ablegt. Dieser Stapel garantiert, dafl alle Kinder eines Knotens X untersucht
werden, bevor X selber untersucht wird:

PQ-Baum procedure REDUCE(T.S);
begin
initialisiere QUEUE = {;
Lege jedes Blatt X € U in QUEUE ab;
while |QUEUE| > 0 do
begin
X « dequeue(QUEUE);
if eine Schablone kann auf X angewendet werden then
substituiere das Muster;
else
begin
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T := Nullbaum,;
exit from do;
end; {else}
if S C {Y'|X ist Vorfahre von Y} then
exit from do;
if alle Geschwister von X wurden bereits bearbeitet then
enqueue(QUEUE) «— (Vater von X);
end; {while}
return 7

end {begin}

Im Zuge der Anwendung der Schablonen wird gleichzeitig eine Kennung bei jedem be-
arbeiteten Knoten hinterlassen. Diese Kennung gibt Auskunft iiber das Verhéltnis der
Elemente aus S zu den Elementen aus U \ S in der Front des Knotens und erleichtert
die Anwendung der Schablonen. Daher fithren wir zunéchst noch folgende Bezeichnungen
ein:

Definition 7.3.8

Es sei T ein zuldssiger PQ-Baum tiber der Menge U und S eine Teilmenge von U. FEin
Knoten heifft voll genau dann, wenn er nur Elemente aus der Menge S in seiner Front
besitzt und leer genau dann, wenn er nur Elemente aus U \ S in seiner Front besitzt.
Andernfalls heifst der Knoten partiell. Die Kennung eines Knotens ist die Bezeichnung
mit voll, leer oder partiell.

Ein Knoten heifit relevant genau dann, wenn er entweder voll oder partiell ist. Als rele-
vanter Unterbaum von T wird der kleinste, verwurzelte Unterbaum von T bezeichnel,
der alle Elemente von S enthiilt.

Offensichtlich ist der relevante Unterbaum aufgrund seiner Minimalitdtsbedingung ein-
deutig. Damit ist auch die Wurzel des relevanten Unterbaumes eindeutig.

7Zu Beginn der Prozedur REDUCE ist die Kennung aller internen Knoten unbekannt. Sie
erhalten ihre Kennung erst im Zuge der Anwendung einer Schablone. Lediglich fiir die
Blétter ist die Kennung bekannt. Sie sind entweder voll oder leer, je nachdem ob sie ein
Element der Menge S sind oder nicht. Entsprechend gibt es fiir Bliatter auch nur zwei
triviale Schablonen, in denen die Blatter voll oder leer markiert werden.

£ T AN
PN
Abbildung 7.11: Die Schablonen PO (oben) fiir einen P-Knoten mit

leeren Kindern und P1 (unten) fiir einen P-Knoten mit vollen Kin-
dern.
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I SR S
Abbildung 7.12: Die Schablonen Q0 (oben) fiir einen -Knoten mit
leeren Kindern und Q1 (unten) fiir einen @Q-Knoten mit vollen Kin-
dern.

Fiir P-Knoten und @-Knoten mit nur vollen Kindern oder nur leeren Kindern sind die
Schablonen ebenfalls einfach. Hat ein Knoten nur leere Kinder, wie in den Mustern der
Schablonen PO fiir P-Knoten und QO fiir @-Knoten, so muf§ der Knoten selbst auch leer
sein. Entsprechend braucht in der Substitution des Musters dieser Knoten nur als leer
markiert werden. Analog muf§ ein Knoten mit nur vollen Kindern, wie in dem Muster der
Schablonen P1 fiir P-Knoten und Q1 fiir @Q-Knoten, lediglich als voll markiert werden.
Die Schablonen PO und P1 fiir P-Knoten beziehungsweise die Schablonen Q0 und Q1
fiir @-Knoten sind in der Abbildung 7.11 beziehungsweise 7.12 dargestellt. Die leeren
Knoten sind weifl gezeichnet, wihrend die vollen Knoten schraffiert sind. Fiir die zugrun-
deliegenden Muster ist es nur entscheidend, ob alle Kinder leer oder voll sind. Daher ist
es unerheblich, ob die Kinder P-Knoten, (-Knoten oder Blétter sind. Entsprechend sind
die Kinder als Dreiecke gezeichnet, um ihre Unabhéngigkeit von der Wahl ihres Typs
deutlich werden zu lassen.

laa

Abbildung 7.13: Die Schablone P2 fiir einen P-Knoten als Wurzel des
relevanten Unterbaumes mit vollen und leeren Kindern.

Schwieriger wird es, wenn die zu bearbeitenden Knoten, Kinder mit unterschiedlichen
Kennungen besitzen. Betrachten wir zunédchst einen P-Knoten X mit vollen und leeren
Kindern. Ist der P-Knoten gleichzeitig die Wurzel des relevanten Unterbaumes, so wenden
wir die Schablone P2 an, dargestellt in Abbildung 7.13. Diese Schablone kann auf die Wur-
zel eines relevanten Unterbaumes angewendet werden, wenn Aquivalenztransformationen
des PQ-Baumes existieren, so dafl die Kinder der Wurzel des relevanten Unterbaumes
eine Anordnung einnehmen, die dem Muster der Schablone entspricht.

Die Frage ist, was fiir eine Substitution angewendet werden soll. Die Kinder des P-Knotens
X konnen frei permutiert werden. Dies muf§ eingeschrénkt werden, da nach der Reduktion
alle vollen Blatter in der Front des P-Knotens eine zusammenhéngende Folge einnehmen
sollen. Andererseits sieht die freie Permutation aller Kinder auch Permutationen von lee-
ren und vollen Kindern vor, in denen die vollen Kinder bereits eine zusammenhéngende
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Folge bilden. Diese Permutationen diirfen durch eine Reduktion nicht unterbunden wer-
den. Daher wird die Folge der vollen Kinder durch einen vollen P-Knoten ersetzt, der nur
die vollen Kinder als direkte Nachfahren besitzt.

Mit der Einfiihrung des neuen vollen P-Knotens ist der betrachtete P-Knoten X nicht
langer die Wurzel des relevanten Unterbaumes. Der neu eingefiihrte Knoten ist an dessen
Stelle geriickt. Da es mit der Abarbeitung des relevanten Unterbaumes keinen Sinn hat,
die noch nicht gemusterten Knoten des Baumes zu bearbeiten, bricht der Algorithmus
REDUCE an dieser Stelle ab. Dadurch bleibt X ohne eine Kennung.

Ist der zu bearbeitende P-Knoten X allerdings nicht die Wurzel des relevanten Unterbau-
mes, so existiert, neben den vollen Bléttern in der Front des Knotens X, noch mindestens
ein weiteres relevantes Blatt im Baum. Eine Substitution des Musters mufl nun sicher
stellen, daff nach ihrer Anwendung auf das Muster alle relevanten Blétter eine zusam-
menhéngende Folge einnehmen kénnen und dafl die Permutationen verboten werden, die
leere Blétter zwischen den vollen Bléttern in der Front von X und den restlichen vollen
Blattern im Baum zulassen. Daher koénnen wir die Schablone P2, trotz ihrer Gruppierung
der vollen Knoten, nicht verwenden. Sie 148t Permutationen zu, bei denen die vollen Kno-
ten von leeren Knoten eingeschlossen werden, und sich somit leere Blitter zwischen der
Folge der vollen Bléitter in der Front des Knotens X und dem zusétzlichen vollen Blatt
befinden. Die Substitution des Musters muf§ also nicht nur die vollen Knoten gruppieren,
sondern gleichzeitig die vollen und die leeren Knoten voneinander trennen.

Abbildung 7.14: Die Schablone P3 fiir einen P-Knoten, der nicht die
Wurzel des relevanten Unterbaumes ist, mit vollen und leeren Kindern.

Die Schablone P3 in der Abbildung 7.14 liefert das gewiinschte Resultat. Die leeren und
die vollen Knoten werden jeweils unter einem neuen P-Knoten mit der entsprechenden
Kennung gesammelt, wihrend der P-Knoten X zu einem @-Knoten wird. Leere wie volle
Knoten konnen weiterhin frei untereinander permutieren, sind aber fein sduberlich von-

einander getrennt.

(@) (b) ()
Abbildung 7.15: Alternative Substitutionen zur Schablone P3.

Da der relevante Unterbaum noch nicht abgearbeitet ist, mufi der Knoten X nach der
Substitution des Musters eine Kennung erhalten. Da er sowohl leere als auch volle Blatter
in seiner Front besitzt, gilt er nach Definition 7.3.8 als partiell. Wir bezeichnen ihn als
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einfach partiell, da die vollen Knoten nur auf einer Seite des Knotens erscheinen und
schraffieren in der Darstellung der Schablone eine Seite.

Nach der Reduktion von X besitzt X als @Q-Knoten nur noch zwei Kinder. Folglich ist
der so entstandene PQ-Baum nach Definition 7.3.6 nicht mehr zuléssig. Das soll uns aber
nicht weiter storen, da sich noch mindestens ein weiteres volles Blatt im Baum befindet
und daher ein Q-Knoten mit mindestens drei Kindern konstruiert wird. Dies gilt natiirlich
nur, falls die Menge der relevanten Blatter reduzierbar ist. Sollte das nicht der Fall sein, ist
dies ebenfalls ohne Bedeutung, da in einem spéteren Schritt der Algorithmus REDUCE
erkennt, dafl der PQ-Baum nicht reduzierbar ist und ihn durch den Nullbaum ersetzt.
Fiir den Fall, dal der Knoten X nur ein volles Kind oder nur ein leeres Kind besitzt, wird
dieses Kind nicht unter einem P-Knoten gesammelt, sondern bleibt direkter Nachfahre
des Knotens X. Die entsprechenden Substitutionen sind in der Abbildung 7.15 dargestellt.
Damit vermeiden wir P-Knoten mit nur einem Kind, was eine Unzuléssigkeit im Sinne
der Definition 7.3.6 darstellen wiirde.

Abbildung 7.16: Die Schablone P4 fiir einen P-Knoten als Wurzel des
relevanten Unterbaumes mit einem partiellen Kind.

Abbildung 7.17: Die Schablone P5 fiir einen P-Knoten, der nicht Wur-
zel des relevanten Unterbaumes ist, mit einem partiellen Kind.

Mit der Einfithrung von partiellen Knoten besteht nun auch die Mdéglichkeit, dafl der zu
untersuchende P-Knoten X mehrere partielle Kinder besitzt. Wir betrachten zunéchst
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einmal den Fall, dal X genau ein partielles Kind besitzt. Hier muf3 ebenfalls unterschieden
werden, ob X die Wurzel des relevanten Unterbaumes ist oder nicht. Die Abbildung 7.16
zeigt die Schablone P4 fiir die Wurzel des relevanten Unterbaumes und Abbildung 7.17
zeigt die Schablone P5 fiir den anderen Fall. Es handelt sich bei den beiden Schablonen
P4 und P5 im wesentlichen um Erweiterungen der Schablonen P2 und P3, die zusétzlich
einen partiellen Knoten in der Front des Knotens X verarbeiten miissen.

Wenn der Knoten X weniger als zwei volle oder leere Kinder hat, so werden diese Kinder
nicht erst unter einem P-Knoten gesammelt. Die Substitutionen dieser Kinder kénnen
analog zu denen aus Abbildung 7.15 gebildet werden. Es ist sogar moglich, daBl X gar keine
vollen oder leeren Kinder hat. Die Substitutionen sind dann entsprechend zu modifizieren.
Es ist allerdings nicht zulassig, dai X weder volle noch leere Kinder besitzt. Denn in
diesem Fall hiatte X nur ein Kind, was ein Widerspruch zur Zulissigkeit des PQ-Baumes
T wére.

Abbildung 7.18: Die Schablone P6 fiir einen P-Knoten als Wurzel des
relevanten Unterbaumes mit zwei partiellen Kindern.

Besitzt der P-Knoten X zwei partielle Kinder, so mufl X bereits die Wurzel des relevanten
Unterbaumes sein. Jedes der beiden partiellen Kinder besitzt ndmlich ein volles und ein
leeres Ende. Um nun eine zusammenhéngende Folge der vollen Blatter in der Front von
X zu erhalten, miissen alle vollen Kinder von X zwischen den beiden partiellen Kindern
plaziert werden, wihrend die partiellen Kinder ihre vollen Seiten in Richtung ihrer vollen
Geschwister orientieren. Offensichtlich wird dadurch die Folge der vollen Bléatter in der
Front von X in allen zuldssigen Permutationen durch die leeren Blédtter in der Front
der leeren Seiten der beiden partiellen Knoten eingeschlossen. Befindet sich daher noch
ein weiteres relevantes Blatt in dem P@Q-Baum, das nicht Nachfahre von X ist, kann
es niemals eine benachbarte Position zur relevanten Folge in der Front des Knotens X
einnehmen. Der Baum ist somit nicht reduzierbar.

Die entsprechende Schablone P6 ist in Abbildung 7.18 dargestellt. Den Q-Knoten in der
Substitution, unter dem alle vollen Kinder und die Kinder der beiden partiellen Knoten
gesammelt werden, nennt man doppelt partiell. Falls es, wie in den vorangegangenen
Schablonen, vorkommt, daf§ X nur ein oder gar kein leeres oder volles Kind besitzt, so
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wird analog zu diesen Schablonen verfahren. In der Schablone P6 ist es dabei durchaus
zuldssig, dafl X weder leere noch volle Kinder besitzt, da X bereits zwei partielle Kinder
hat und somit zulédssig im Sinne der Definition 7.3.6 ist. In diesem Fall wird in der
Substitution der P-Knoten durch den doppelt partiellen (-Knoten ersetzt.

Alle anderen P-Knoten, auf die keines der Muster aus den sieben Schablonen fiir P-
Knoten anwendbar ist, bezeichnen wir als illegal. Sie sind ein Indikator fiir die Nicht-
reduzierbarkeit eines Baumes. Der Algorithmus REDUCE bricht dementsprechend ab,
sobald er einen solchen Knoten entdeckt.

Fiir Q-Knoten gibt es neben den eingangs bereits erwidhnten Schablonen Q0 und Q1
nur zwei weitere Schablonen. Dies liegt zum einen daran, dafl bei den Substitutionen
der Muster nicht zwischen der Wurzel des relevanten Unterbaumes und einem beliebigen
anderen internen Knoten unterschieden werden muf}, zum anderen richten sich die Muster
in erster Linie danach, ob die relevanten Kinder am Rand oder in der Mitte des @-Knotens
erscheinen.

... ...

Abbildung 7.19: Die Schablone Q2 fiir einen ()-Knoten mit maximal
einem partiellen Kind.

Ein @-Knoten X ist einfach partiell, wenn er hochstens ein partielles Kind besitzt, das
mit den vollen Kindern von X eine zusammenhéingende Folge einnimmt, wobei diese
Folge sich an einem Ende des @-Knotens befindet. Die Schablone )2, die in diesem Fall
angewendet wird, ist in Abbildung 7.19 dargestellt.

Es ist leicht ersichtlich, daf es keinen Unterschied macht, ob der @-Knoten X die Wurzel
des relevanten Unterbaumes ist oder nicht. Eine Reduktion mufl nur sicherstellen, daf§ der
partielle Knoten keine Reversion seiner Kinder vornehmen kann und somit leere Blétter
zwischen volle Blatter permutiert. Entsprechend sichert die Substitution des Musters
durch die Auflésung des partiellen @)-Knotens die Fixierung der Reihenfolge der Kinder
des partiellen Knotens innerhalb der Front des Knotens X.

Das Muster der Schablone Q2 148t zu, daf§ alle der leeren beziehungsweise vollen Kinder
oder das partielle Kind fehlen. Allerdings diirfen nicht alle Kinder die gleiche Kennung
besitzen, so dafl die Schablonen Q0 oder @1 angewendet werden konnen.

Ein Q-Knoten ist doppelt partiell, wenn er hochstens zwei partielle Kinder besitzt und
eine Permutation seiner Nachfahren existiert, so daf§ die vollen Blatter in der Front der
beiden partiellen Kinder mit den Bldttern in der Front der vollen Kindern eine zusam-
menhangende Folge bilden, so daB sich auf beiden Seiten dieser Folge von vollen Blattern
nur leere Blétter in der Front von X befinden. Die vollen Blétter werden also durch leere
Blatter eingeschlossen. Die entsprechende Schablone ist in der Abbildung 7.20 dargestellt.
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Abbildung 7.20: Die Schablone @3 fiir einen ()-Knoten mit maximal
zwei partiellen Kindern.

Wie im Fall der Schablone Q2 konnen auch hier leere, volle oder partielle Kinder fehlen,
solange dies nicht einem der Muster aus den Schablonen Q0, @1 oder ()2 entspricht.
Der auf diese Weise reduzierte Q-Knoten X muBl die Wurzel des relevanten Unterbaumes
sein, falls der Baum reduzierbar ist. Ansonsten folgt mit dem gleichen Argument wie
zur Schablone P6 die Nichtreduzierbarkeit des Baumes. Alle Q-Knoten, die nicht einem
Muster der vier Schablonen fiir Q-Knoten entsprechen, gelten als illegal und verursachen
den Abbruch des Algorithmus REDUCE.

Ziel des Algorithmus REDUCE ist es, einen gegebenen P@Q-Baum 7' in bezug auf die
Menge S zu reduzieren, das heifit die in dem Baum zuldssigen Permutationen miissen
soweit eingeschriankt werden, bis nur noch solche Permutationen zuldssig sind, bei denen
die Elemente der Menge S eine zusammenhéngende Folge bilden. Ein Baum, bei dem es
offensichtlich ist, dal die Elemente der Menge S bei allen zuldssigen Permutationen immer
eine zusammenhéngende Folge bilden, ist der Baum T(U,S), dargestellt in Abbildung
7.21. Er besitzt neben den Elementen aus U als Blatter nur zwei P-Knoten, wobei einer
der beiden P-Knoten genau nur die Elemente aus S als Kinder hat. Der andere P-Knoten
ist die Wurzel des Baumes und besitzt die Elemente aus U \ S und den ersten P-Knoten
als Kinder. Die Menge S stellt in diesem Baum die einzige Restriktion dar. Es gibt of-
fensichtlich sonst keine weitere Menge, deren Elemente in allen zulédssigen Permutationen
eine zusammenhédngende Folge bilden kénnen. Dies macht den Baum fiir uns interessant,
da es genau der Baum ist, bei dem alle Permutationen zuléssig sind, die ausschliellich die
Restriktion der Menge S beachten. Alle Baume, die dies ebenfalls erfiillen, sind lediglich
Elemente aus der Aquivalenzklasse von T'(U, S).

Mit Hilfe des Baumes T'(U, S) sind wir in der Lage, das folgende Theorem zu formulieren,
welches uns bestétigt, dafi PQ-Baume das von uns Gewiinschte auch tatsichlich leisten:

Theorem 7.3.9
Es sei T ein beliebiger, zuldssiger PQ-Baum tber einer Menge U, und es sei S eine
Teilmenge von U. Es sei Ts der durch REDUCE(T, S) erzeugte PQ-Baum. Dann gilt:

cons(Ts) = cons(T) N cons(T (U, S))

Beweis:
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a; a, a
1 2

Abbildung 7.21: Der Baum T(U, S) mit S = {a;,, a;y, ... ,a;} als ein-
zige Restriktion iiber U.

C Sei w € cons(Ts) # 0. Dann existiert Ts mit Ty = Ty und Front(Ts) = .

Konstruiere aus Ts einen Baum 7' mit 7' = T und Front(T) = m durch Auflésen der
Schablonen in umgekehrter Reihenfolge wie sie durch REDUCE(T, S) angewendet
wurden ohne die Aquivalenztransformationen zuriickzunehmen = 7 € cons(7’)

Ferner: Sei X der kleinste gemeinsame Vorfahre von S in Ts. Dann ist X entweder
voll oder ein @-Knoten, in dem die vollen Kinder eine zusammenhéngenden Folge
bilden. = 7 € cons(T'(U, S))

U

Sei 7 € cons(T) Ncons(T, (U,S)) = 3T mit 7" =T und Front(1") = 7 insbeson-
dere sind in Front(1") Elemente aus S aufeinanderfolgend.

= Kein Knoten aus 77 mit Ausnahme des kleisten gemeinsamen Vorfahren T" von
S hat mehr als ein partielles Kind. Der kleinste gemeinsame Vorfahre hat hochstens
zwei partielle Kinder und ferner: Volle Kinder bilden bei jedem Knoten eine zusam-
menhéangende Folge.

=7 € cons(REDUCE(T',S)). DaT = T' und die Schablonen &quivalenzerhalten
sind folgt:

m € cons(REDUCE(T,S))

O

Wir erinnern daran, da cons(T") die Menge der Permutationen iiber einer Menge U ist,
die durch die Fronten der zu T' dquivalenten PQ-Baume dargestellt wird.

PQ-Béume koénnen also tatsdchlich dazu verwendet werden, alle Permutationen zu re-
prasentieren, in denen die Elemente einer Teilmenge innerhalb einer Familie von Teil-
mengen als zusammenhangende Folge erscheinen. Geht man demnach von einem univer-
sellen PQ-Baum iiber einer Menge U aus, so wird durch die Reduktion einer Teilmenge
S die Menge der Permutationen soweit, eingeschriankt, dafl die Elemente von S eine zu-
sammenhéngende Folge bilden. Wiederholte Reduktionen, bezogen auf eine Familie von
Teilmengen, erzeugen genau die Klasse von Permutationen, in denen die Elemente der
einzelnen Teilmengen eine zusammenhédngende Folge bilden.
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7.4 Effiziente Implementierung der PQ-Biume

Die Implementierung des Algorithmus hat zwei Probleme zu 16sen: Sie mufl erkennen,
welche Schablonen zu verwenden sind und sie mufl diese anschliefend anwenden. Dies
erfordert eine Bearbeitung aller Kinder eines Knotens X, bevor X selbst bearbeitet wird.
Daher sind wir bisher davon ausgegangen, dafl der ganze PQ-Baum T wihrend der Re-
duktion einer Teilmenge S untersucht wird. Dies ist allerdings sehr kostspielig, besonders
dann, wenn die Menge S sehr klein ist. Daher beschrankt man sich bei der Reduktion
von S auf den relevanten Unterbaum der Menge S. Aber auch der relevante Unterbaum
besitzt leere Knoten und es ist in diesem Fall ebenfalls sehr zeitaufwendig und von keinem
Nutzen, wenn die leeren Knoten in dem relevanten Unterbaum bearbeitet werden. Wir
beschrianken uns deshalb bei der Untersuchung auf die relevanten Knoten des relevanten
Unterbaumes und bezeichnen den Unterbaum, der genau die relevanten Knoten enthilt
als den gekiirzt relevanten Unterbaum in bezug auf S. Dieser Unterbaum ist im
allgemeinen kein legaler PQ-Baum.

Um die Schablonen anwenden zu koénnen, diirfen die leeren Kinder eines Knotens nicht
einfach aufler Betracht gelassen werden. Da sie aber nicht bearbeitet werden, wird eine
2-Phasen Implementierung verwendet, die es ermoglicht, die leeren Knoten durch ihre
Abwesenheit im gekiirzten relevanten Unterbaum zu registrieren. Die erste Phase, die so-
genannte Bubble-Up Phase, geht den Baum, ausgehend von den relevanten Bléattern, nach
oben und markiert alle Knoten, die bearbeitet werden miissen, als relevant. Gleichzeitig
wird fiir jeden relevanten Knoten die Anzahl der zu bearbeitenden Kinder gezahlt. Da-
durch kann in der zweiten Phase, in der die eigentliche Reduktion stattfindet, festgestellt
werden, ob alle relevanten Kinder eines Knotens reduziert worden sind.

Die Bottom-Up Strategie der ersten Phase, die es ermoglicht, auf die Untersuchung des
gesamten Baumes T zu verzichten, erfordert fiir jeden relevanten Knoten einen Zeiger auf
seinen Vater. Allerdings kann die Verwaltung all dieser Zeiger ebensoviel Arbeit verursa-
chen, wie die Untersuchung des gesamten Baumes. Besitzt ndmlich ein interner Knoten
eine grofle Anzahl von leeren Kindern und wird dieser Knoten bei der Anwendung ei-
ner Schablone entfernt, so mufl jedes seiner Kinder, also auch die leeren Kinder, einen
neuen Zeiger auf seinen neuen Vater erhalten. Auf diese Weise kann es passieren, dafl
fast jeder Knoten im Baum einen neuen Zeiger erhalten muf3, obwohl die Menge S nur
eine vergleichsweise geringe Anzahl von Elementen enthélt. Wir hétten somit gegeniiber
der Untersuchung des gesamten Baumes nichts gewonnen, da fast alle Knoten angefafit
werden, um einen neuen Zeiger zu erhalten.

Um dieses Problem in den Griff zu bekommen, wird fiir bestimmte Knoten darauf verzich-
tet, daf} diese einen Zeiger auf ihren Vater besitzen. Alle Kinder eines P-Knotens sowie
die beiden Kinder am Rand eines jeden Q-Knotens erhalten einen Zeiger. Alle anderen
Kinder eines ()-Knotens leihen sich bei Bedarf den Zeiger auf ihren Vater von einem der
beiden Kinder am Rand. Wéahrend der Bubble-Up Phase werden nur relevante Knoten
untersucht. Daher kénnen relevante Kinder eines (Q-Knotens nur dann einen Zeiger auf
ihren Vater erhalten, wenn die relevanten Kinder eine zusammenhéngende Folge derart
bilden, dafl eines dieser Kinder gerade eines der beiden am Rand befindlichen Kinder
ist. Sieht man einmal von dem Fall ab, dai die Wurzel des relevanten Unterbaumes ein
(Q-Knoten ist, der an beiden Enden leere Kinder besitzt, verlagert sich dadurch die Frage
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nach der Reduzierbarkeit einer Menge S teilweise auf die Frage, ob fiir alle Knoten ein
Zeiger auf den Vater gefunden wird. Existieren dann relevante Knoten, die nach Abschlufl
der Untersuchung des gekiirzt relevanten Unterbaumes keinen Zeiger auf ihren Vater be-
sitzen, so befinden sich an beiden Enden ihres Vaters leere Kinder und es existiert keine
Permutation, in der die relevanten Blatter in der Front dieser relevanten Knoten eine
zusammenhédngende Folge mit den anderen relevanten Blédttern einnehmen kénnen. Der
Baum 7T ist somit nicht reduzierbar beziiglich der Menge S und der Algorithmus wird
abgebrochen. Es reicht allerdings im allgemeinen nicht aus, die Vaterzeiger der relevan-
ten Knoten zu kennen, um die Reduzierbarkeit der Menge S zu garantieren. Dies wird
letztlich erst bei der Anwendung der Schablonen festgestellt.

Booth und Lueker gelang nun mit Hilfe dieser grundlegenden Ideen eine Implementierung,
die in O(m +n + >~ |Si|]) Zeit eine Klasse von zuldssigen Permutationen berechnet.
Bemerkenswert an dieser Laufzeit ist vor allem ihre Linearitdt, bezogen auf die Grofie
des Inputs. Dies macht den Algorithmus zu einem effizienten Werkzeug fiir die Losung
von Problemen, in denen zuldssige Permutationen gefunden werden miissen, die gewisse
Restriktionen beachten.

Eine Implementierung mufl zwei Aktionen durchfiithren kénnen:

1. Entscheiden, welche Schablone angewendet werden mufl

2. Durchfithrung der Schablone

Problem: Die naive Implementierung benotigt quadratische Laufzeit.

Losung:

1. Durchlaufe nicht den ganzen Baum, sondern nur den relevaten Unterbaum, d.h.
nur die vollen und partiellen Knoten.

2. Fiihre Updates der Vaterzeiger nur dann durch, wenn diese benotigt werden.
Grundsétzlich gilt:
1. Kinder von P-Knoten haben immer einen zuldssigen Vaterzeiger.

2. Kinder von @-Knoten haben i.a. keinen zuldssigen Vaterzeiger mit Ausnahme der
beiden Kinder an den &ufleren Enden.

Zur Durchfithrung der Reduktion wird fiir jeden Knoten des relevanten Unterbaumes ein
Vaterzeiger benotigt.

1. Phase: BUBBLE

stellt sicher, daf§ alle relevanten Knoten einen zulissigen Vaterzeiger besitzen bevor RE-
DUCE aufgerufen wird:

a. Zahlt Sequenzen von blockierten Knoten (Knoten ohne zuldssigen Vaterzeiger)
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b. Falls eine solche Sequenz inzident zu einem relevanten Knoten mit zuldassigem Va-
terzeiger ist, setze die Vaterzeiger der Sequenz.

c. Falls es mehr als eine blockierte Sequenz gibt, so ist 7" nicht reduzierbar bzgl. S
(bei einer kann eventuell immer noch @3 angewendet werden).

Reduction

The function Reduction tests whether permissible permutations of the elements of U exist such
that the elements of a subset S C U, stored in ArrayOfElements, form a consecutive sequence.
If there exists such a permutation, the PQ-tree is reduced and Reduction returns TRUE.

The function Reduction expects the number of elements numberOfElements in the set S and
an array ArrayOfElements of pointers to elements of type leafKey, representing all elements
of S.

Reduction calls the procedure Bubble and if Bubble was successful, Reduction calls the function
Reduce.

(Reduction)=

/************************************************************************

Reduction
sk ok ok ok sk ok ok 3k ok sk ok ok ok ok 3 ok ok 3 ok K 3k ok 3 ok ok ok ok ok sk 3k ok sk sk ok sk 3k ok ok sk ok sk 3 ok sk sk ok sk ok ok 3 ok sk 3 ok ok ok ok k sk ok ok ok sk ok /

template<class T,class X,class Y>
bool PQTree<T,X,Y>::Reduction(int numberOfConsecutiveElements,
leafKey<T,X,Y>** ArrayOfElements)

{
if (Bubble(numberOfConsecutiveElements,ArrayOfElements))
return Reduce (numberOfConsecutiveElements,ArrayOfElements) ;
else
return false;
}
Bubble

The function Bubble realizes a function described in Booth and Lueker 1976. It bubbles up from
the pertinent leaves to the pertinent root in order to make sure that every pertinent node in
the pertinent subtree has a valid pointer to its parent. If Bubble does not succed in doing so,
then the set of elements, stored in the ArrayOfElements cannot form a consecutive sequence.
The function Bubble uses a wide variaty of variables, explained in detail below.

_blockcount is the number of blocks of blocked nodes during the bubbling up phase.

_numBlocked is the number of blocked nodes during the bubbling up phase.



140 Planaritiatstest

_blockedSiblings counts the number of blocked siblings that are adjacent to _checkNode. A
node has 0, 1 or 2 blocked siblings. A child of a P-node has no blocked siblings. Endmost
children of Q-nodes have at most 1 blocked sibling. The interior children of a @-Node
have at most 2 blocked siblings.

_checkLeaf is a pointer used for finding the pertinent leaves.
_checkNode is a pointer to the actual node.
_checkSib is a pointer used to examin the siblings of _checkNode

_offTheTop is a variable which is either 0 (that is its initial value) or 1 in case that the root
of the tree has been process during the first phase.

_parent is a pointer to the parent of _checkNode, if _checkNode has a valid parent pointer.

_processNodes is a first-in first-out list that is used for sequencing the order in which the
nodes are processed.

_blockedNodes is a stack storing all nodes that have been once blocked. In case that the
_pseudoRoot has to be introduced, the stack contains the blocked nodes.

(Bubble)=

/************************************************************************

Bubble
Kok ok K ok sk ok K 3 ok K ok ok K ok oK 3 ok oK 3 ok K 3 ok 3 ok ok ok ok 3 ok 3k 3 ok K 3k ok 3k ok K ok ok 3 ok ok 3 ok 3k 3k ok K ok ok 3 ok ok ok ok 3k ok sk ok ok ok ok /

template<class T,class X,class Y>
bool PQTree<T,X,Y>::Bubble(int number,

leafKey<T,X,Y>** ArrayOfElements)
{

paQueue<pgNode<T,X,Y>*> *_processNodes
paStack<pgNode<T,X,Y>*> *_blockedNodes

new pqQueue<pqNode<T,X,Y>*>;
new pqStack<pgNode<T,X,Y>*>;

int _blockCount = 0;
int _numBlocked = 0;
int _offTheTop = 0;
int _blockedSiblings = 0;
int i = 0;
paNode<T,X,¥Y>x* _checkLeaf = NULL;
paNode<T,X,Y>* _checkNode = NULL;
paNode<T,X,¥Y>x* _checkSib = NULL;
paNode<T,X,¥>x* _holdSib = NULL;
paNode<T,X,Y>* _o0ldSib = NULL;

paNode<T,X,Y>* _parent = NULL;
paNode<T,X,¥>x* _lastBlocked NULL;

(Bubble: Enter the Full leaves into the queue _processNodes)
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while ((_processNodes->queueSize() + _blockCount + _offTheTop) > 1)
{

if (_processNodes->queueSize() == 0)
(Bubble: no consecutive sequence possible)

(Bubble: get next _checkNode from queue)
(Bubble: check if node is adjacent to an unblocked node)

if (_checkNode->mark() == UNBLOCKED)
{

_parent = _checkNode->_parent;
(Bubble: Get mazximal consecutive set of blocked siblings)
(Bubble: Process parent of _checkNode)

}

else

{
(Bubble: Process blocked _checkNode)

}

(Bubble: If _blockCount = 1 enter _pseudoRoot to the tree)

delete _processNodes;
delete _blockedNodes;

return true;

This chunk belongs to the function Bubble. In a first step the pertinent leaves have to be
identified in the tree and entered on to the queue _processNodes. The identification of the
leaves can be done with the help of a pointer stored in every leafKey in constant time for every
element.
(Bubble: Enter the Full leaves into the queue _processNodes)=

for (i = 0; i <= (number-1); i++)

{
_checkLeaf = Array0fElements[i]->nodePointer();
_checkLeaf->mark (QUEUED) ;
_processNodes->enQueue (_checkLeaf) ;
_pertinentNodes->push(_checkLeaf) ;

}

This chunk belongs to the function Bubble and handles the case that the queue _processNodes
does not contain any nodes for processing and the sum of _blockCount and _offTheTop is
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greater than 1. If the queue is empty, the root of the pertinent subtree was already processed.
Nevertheless, there are blocked nodes since _offTheTop is either be 0 or 1, hence _blockCount
must be at least 1. Such blocked nodes cannot form a consecutive sequence with all nodes in
the set ArrayOfElements.

Observe that this chunk finishes the function Bubble. Hence every memory allocated by the
function Bubble has to be deleted here as well.

(Bubble: no consecutive sequence possible)=

{
delete _processNodes;
delete _blockedNodes;
return false;

}

This chunk belongs to the function Bubble. If there are still nodes to be processed in which case
the queue _processNodes is not empty, we get the next node from the queue. By default this
node has to be marked as blocked.

(Bubble: get next _checkNode from queue)=
_checkNode = _processNodes->deQueue();
_blockedNodes->push(_checkNode) ;
_checkNode->mark (BLOCKED) ;
_blockedSiblings = 0;

This chunk belongs to the function Bubble. After getting the node _checkNode from the queue,
its siblings are checked, whether they are unblocked. If they are, then they have a valid pointer
to their parent and the parent pointer of _checkNode is updated.

(Bubble: check if node is adjacent to an unblocked node)=
if ((_checkNode->_parentType != P_NODE) && (_checkNode != _root))
// _checkNode is son of a Q_NODE.
// Check if it is blocked.

if (_checkNode->getSib(LEFT) == NULL)
// _checkNode is endmost child of
// a Q_NODE. It has a valid pointer
// to its parent.

{
_checkNode—->mark (UNBLOCKED) ;
if (_checkNode->getSib(RIGHT) && _checkNode->getSib(RIGHT)->mark() == BLOCKED)
_blockedSiblings++;
}

else if (_checkNode->getSib(RIGHT) == NULL)
// _checkNode is endmost child of
// a Q_NODE. It has a valid pointer
// to its parent.
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_checkNode—>mark (UNBLOCKED) ;
if (_checkNode->getSib(LEFT) && _checkNode->getSib(LEFT)->mark() == BLOCKED)

_blockedSiblings++;
}
else
// _checkNode is not endmost child of
// a Q_NODE. It has not a valid pointer
// to its parent.
{
if (_checkNode->getSib(LEFT)->mark() == UNBLOCKED)
// _checkNode is adjacent to an
// unblocked node. Take its parent.
{
_checkNode->mark (UNBLOCKED) ;
_checkNode->_parent = _checkNode->getSib(LEFT)->_parent;
}
else if (_checkNode->getSib(LEFT)->mark() == BLOCKED)
_blockedSiblings++;
if (_checkNode->getSib(RIGHT)->mark() == UNBLOCKED)
// _checkNode is adjacent to an
// unblocked node. Take its parent.
{
_checkNode->mark (UNBLOCKED) ;
_checkNode->_parent = _checkNode->getSib(RIGHT)->_parent;
}
else if (_checkNode->getSib(RIGHT)->mark() == BLOCKED)
_blockedSiblings++;
}
}
else // _checkNode is son of a P_NODE

// and children of P_NODEs
// cannot be blocked.
_checkNode->mark (UNBLOCKED) ;

This chunk belongs to the procedure bubble. The node _checkNode is UNBLOCKED. If the parent
of _checkNode is a @-Node, then we check the siblings _checkSib of _checkNode whether they
are BLOCKED. If they are blocked, they have to be marked UNBLOCKED since they are adjacent to
the UNBLOCKED node _checkNode. We then have to proceed with the siblings of _checkSib in
order to find BLOCKED nodes adjacent to _checkSib. This is repeated until no BLOCKED nodes
are found any more.

Observe that while running through the children of the @-Node which is referred by the poin-
ter _parent, their parent pointers, as well as the _pertChildCount of _parent are updated.
Furthermore we reduce simultaneously the count _numBlocked.
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(Bubble: Get mazimal consecutive set of blocked siblings)=
if (_blockedSiblings > 0)
{
if (_checkNode->getSib(LEFT) != NULL)
{

_checkSib = _checkNode->getSib(LEFT);

_0ldSib = _checkNode;

_holdSib = NULL;

while (_checkSib->mark() == BLOCKED)

{
_checkSib->mark (UNBLOCKED) ;
_checkSib->_parent = _parent;
_numBlocked--;
_parent->_pertChildCount++;
_holdSib = clientNextSib(_checkSib,_o01dSib);
_01dSib = _checkSib;
_checkSib = _holdSib;
if (_checkSib == NULL)
{

cout << ‘‘ERROR: PQTree->Bubble: Blocked node as ’’
<< “‘ endmost child of a Q_NODE.’’ << endl;
_checkSib = _o0ldSib;

if (_checkNode->getSib(RIGHT) !'= NULL)
{
_checkSib = _checkNode->getSib(RIGHT) ;
_0ldSib = _checkNode;
_holdSib = NULL;
while (_checkSib->mark() == BLOCKED)

{
_checkSib->mark (UNBLOCKED) ;
_checkSib->_parent = _parent;
_numBlocked--;

_parent—>_pertChildCount++;

_holdSib = clientNextSib(_checkSib,_o01dSib);

_0l1dSib = _checkSib;

_checkSib = _holdSib;

if (_checkSib == NULL)

{
cout << ‘‘ERROR: PQTree->Bubble: Blocked node as ’’

<< ‘¢ endmost child of a Q_NODE.’’ << endl;

_checkSib = _o0ldSib;



7.4 Effiziente Implementierung der PQ-Baume 145

This chunk belongs to the procedure bubble. After processing the siblings of the UNBLOCKED
_checkNode the parent has to be processed. If _checkNode is the root of the tree we do nothing
except setting the flag _offTheTop. If it is not the root and _parent has not been placed onto
the queue _processNodes, the _parent is placed on to _processNodes

Observe that the number _blockCount is updated. Since _checkNode was UNBLOCKED all per-
tinent nodes adjacent to that node became UNBLOCKED as well. Therefore the number of blocks
is reduced by the number of BLOCKED siblings of _checkNode

(Bubble: Process parent of _checkNode)=
if (_parent == NULL)
// _checkNode is root of the tree.
_offTheTop = 1;

else
// _checkNode is not the root.

_parent->_pertChildCount++;
if (_parent->mark() == UNMARKED)

{
_processNodes->enQueue (_parent) ;
_pertinentNodes->push(_parent) ;
_parent->mark (QUEUED) ;

}

_blockCount = _blockCount - _blockedSiblings;
_blockedSiblings = O;

This chunk belongs to the procedure bubble. Since _checkNode is BLOCKED, we cannot continue
processing at this point in the Tree. We have to wait until this node becomes unblocked. So
only the variables _blockCount and _numBlocked are updated.

(Bubble: Process blocked _checkNode)=
_blockCount = _blockCount + 1 - _blockedSiblings;
_numBlocked++;
_lastBlocked = _checkNode;

This chunk belongs to the procedure bubble. In case that the root of the pertinent subtree
is a -node with empty children on both sides and the pertinent children in the middle, it
is possible that the PQ-tree is reducible. But since the sequence of pertinent children of the
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@-node is blocked, the procedure is not able to find the parent of its pertinent children. This is
due to the fact that the interior children of a (-node do not have a valid parent pointer.

So the root of the pertinent subtree is not known, hence cannot be entered into the processing
queue used in the function call Reduce. To solve this problem a special node only designed for
this cases is used: _pseudoRoot. It simulates the root of the pertinent subtree. This works out
well, since for this node the only possible template maching is template_Q3, where no pointers
to the endmost children of a Q-node are used.

(Bubble: If _blockCount = 1 enter _pseudoRoot to the tree)=
if (_blockCount == 1)
{
while (!_blockedNodes->stackEmpty())
{
_checkNode = _blockedNodes—>pop();
if (_checkNode->mark() == BLOCKED)
{
_checkNode—>mark (UNBLOCKED) ;
_checkNode->_parent = _pseudoRoot;
_pseudoRoot->_pertChildCount++;
if (_checkNode->endmostChild())
{
cout << ‘‘ERROR: PQTree->Bubble: Blocked node as ’’
<< ‘¢ endmost child of a Q_NODE.’’ << endl;
_checkSib = _o0ldSib;

2. Phase: Reduktion

Reduce

The function Reduce does the reduction of the pertinent leaves with the help of the template
matchings, designed by Booth and Lueker. The reader should observe that this function can
only be called after every pertinent node in the pertinent subtree has gotten a valid parent
pointer. If this is not the case, the programm will be interrupted by run-time errors such as
seqmentation faults. The pertinent nodes can get valid parent pointers by using the function
Bubble (7.4). If the function Bubble returns true, then it was succesful in giving each pertinent
node in the pertinent subtree a valid parent pointer. If the function returns false, then some
nodes do not have a valid parent pointer and the pertinent leaves are not reducable.

The function Reduce starts with the pertinent leaves and stores them in a queue _processNodes.
Every time a node is processed, its parent is checked whether all its pertinent children are already
processed. If this is the case, the parent is allowed to be processed as well and stored in the
queue.

Processing a node means that the function Reduce tries to apply one of the template matchings.
In case that one template matching was successful, the node was reduced and Reduce tries to
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reduce the next node. In case that no template matching was successfully applied, the tree is is
irreducible. This causes the reduction process to be halted returning false
The folllowing variables are used by the function Reduce.

_checkLeaf is a pointer to a various leaf of the set of elements that has to be reduced.
_checkNode is a pointer to a various node of the pertinent subtree.

_pertLeafCount counts the number of pertinent leaves in the PQ-tree. Since Reduce takes
care that every node knows the number of pertinent leaves in its frontier, the root of the
pertinent subtree can be identified with the help of _pertLeafCount.

_processNodes is a queue storing nodes of the pertinent subtree that are considered to be
reduced next. A node may be reduced (and therefore is pushed on to _processNodes) as
soon as all its pertinent children have been reduced.

(Reduce)=

/************************************************************************

Reduce
stk ok ok sk ok ok ok ok sk o ok ok sk ok ok ok ok sk o ok ok ok sk s ok ok sk ok ok sk sk sk ok ok sk 3 ok ok ok sk sk ok ok sk ok ok ok sk sk ok ok ok ok ok sk sk ok ok ok kok ko kok ok /

template<class T,class X,class Y>
bool PQTree<T,X,Y>::Reduce(int number,
leafKey<T,X,Y> **ArrayOfElements)

{
int i = 0;
paNode<T,X,Y>x* _checkLeaf = NULL;
paNode<T,X,Y>* _checkNode = NULL;
int _pertLeafCount = O;

pgQueue<pqNode<T,X,Y>*>* _processNodes = new pqQueue<pqNode<T,X,Y>*>;

(Reduce: Enter the Full leaves into the queue _processNodes)

_checkNode = _processNodes->front();
while ((_checkNode != NULL) && (_processNodes—->queueSize() > 0))

{

_checkNode = _processNodes->deQueue();

if (_checkNode->_pertLeafCount < _pertLeafCount)

{

(Reduce: Apply template to _checkNode # root of pertinent subtree)
}
else

{
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(Reduce: Apply template to _checkNode = root of pertinent subtree)

_pertinentRoot = _checkNode;
delete _processNodes;

if (_pertinentRoot == NULL)
return false;

else
return true;

This chunk belongs to the function Reduce. In a first step the pertinent leaves have to be
identified in the tree and are entered on to the queue _processNodes. The identification of the
leaves can be done with the help of a pointer stored in every leafKey in constant time for every
element.

(Reduce: Enter the Full leaves into the queue _processNodes)=
for (i = 0; i <= (number-1); i++)

{
_checkLeaf = ArrayOfElements[i]->nodePointer();
_checkLeaf->status(FULL) ;
_checkLeaf->_pertLeafCount = 1;
_processNodes->enQueue (_checkLeaf) ;
_pertLeafCount++;

}

This chunk belongs to the function Reduce and describes the application of the template mat-
chings to a pointer _checkNode storing the adress of a node that is not the root of the pertinent
subtree.

Before applying the template matchings to _checkNode, some values of the parent of _checkNode
are updated. The number of the parents pertinent children stored in _pertChildCount is count
down by one. In case that _checkNode->_parent->_pertChildCount == 0, we know that all
pertinent children of the parent have been processed. Since the parent then is allowed to be
processed as well, _checkNode->_parent is stored in the queue _processNodes.

(Reduce: Apply template to _checkNode # root of pertinent subtree)=

_checkNode->_parent->_pertLeafCount = _checkNode->_parent->_pertLeafCount
+ _checkNode->_pertLeafCount;
_checkNode->_parent->_pertChildCount--;
if (!_checkNode->_parent->_pertChildCount)
_processNodes—>enQueue (_checkNode->_parent) ;
if (!template_L1(_checkNode,false))
if (!template_P1(_checkNode,false))
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if (!template_P3(_checkNode))

if (!template_P5(_checkNode))

if (!template_Q1(_checkNode,false))

if (!template_Q2(_checkNode,false))
_checkNode= NULL;

This chunk belongs to the function Reduce and describes the application of the template mat-
chings to a pointer _checkNode that stores the adress of a node that is the root of the pertinent
subtree. In a case that a template matching was successfully applied, the pointer _checkNode
stores after the application the adress of the root of pertinent subtree. This includes nodes
that have been newly introduced as root of the pertinent subtree during the application. If no
template matching was successfully applied _checkNode is a NULL pointer.
(Reduce: Apply template to _checkNode = root of pertinent subtree)=

if (!template_L1(_checkNode,true))

if (!template_P1(_checkNode,true))

if (!template_P2(&_checkNode))

if (!template_P4(&_checkNode))

if (!template_P6(&_checkNode))

if (!template_Q1(_checkNode,true))

if (!template_Q2(_checkNode,true))

if (!template_Q3(_checkNode))

_checkNode = NULL;

Lemma 7.4.1

Sei k die Anzahl der relevanten Knoten des relevanten Unterbaumes in T bzgl. S. Dann
bendtigt BUBBLE O(k) Operationen.

Lemma 7.4.2
Sei k die Anzahl der relevanten Knoten des relevanten Unterbaumes in T bzgl. S. Dann
benotigt REDUCE O(k) Operationen.

Ein Knoten im relevanten Unterbaum heifft unér, falls er nur ein relevantes Kind hat.
Sei T, S) die Menge aller undren Knoten in 7" bzgl. S.

Lemma 7.4.3
FEine Reduktion von T bzgl. S bendtigt hichstens O(|S| + [T, S)|) Zeit.

Beweis: |S| Blitter. Bindres Branching impliziert hochstens O(]S|) nichtunére Knoten.
Nach Lemma 7.4.1 und 7.4.2 folgt die Behauptung.

Theorem 7.4.4

Die Datenstruktur PQ-Bdaume und der Template Matching Algorithmus konnen so imple-
mentiert werden, daff die Klasse der Permutationen, in der die Elemente jeder Menge S;
einer Familie S = {s1, 8a,... , 8.} von Teilmengen von U eine zusammenhdingende Folge
bilden, in O(|U|+n+ Y1 |Si|) bestimmt werden kénnen.
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Beweis: Auflerhalb von BUBBLE und REDUCE O(|U| + n) Zeit. Nach Lemma 7.4.3:
Zeit benotigt iiber alle BUBBLE und REDUCE Aufrufe:

O(Z|Sz| +Z|Q(Ti-/si)|)
i—1 i—1

wobei T; = Reduktion von T;_1 bzgl. S; mitt=1,... ,n—1und Ty =T.
Offensichtlich:

(i) unédrer Knoten kann nicht Wurzel des relevanten Unterbaumes sein.
(ii) unérer Knoten ist partiell
= nur P3, P5; und ()3 anwendbar.
Zu Py: Falls P; mehr als zwei mal angewendet wird bzgl. S;, i € {1,... ,n}
= mindestens drei partielle Knoten paarweise keine Vorfahren voneinander.
= Reduktion schlédgt fehl
= P53 wird in O(|U| + n) angewendet
Zu Qo und Ps:
1. Fall: kein partielles Kind: analog zu Pj
2. Fall: ein partielles Kind

Sei Q(T') = |{Q-Knoten in T'}| + [{Knoten in 7" mit P-Knoten als Vater}|.
Offensichtlich

(i) Zu Beginn: Q(T) < |U]
(ii) Alle Templates erhohen Q(7") um hochstens 1
(iii) Ps und @y (2.Fall) vermindern Q(7") um mindestens 1.

Alle Templates ohne Ps und @ (2. Fall) werden in O(|U| +n+ Y., |Si|) angewendet.

@) Q(T') wird um héchstens O(|U| +n + 1, |S;|) erhoht

@) Ps und Qs (2. Fall) werden in O(|U| +n+ Y ., |S;|) angewendet
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7.5 Planarititstest mit PQ)-Bdumen
Idee: Ersetze die Buschform B; durch PQ-Baum T; wie folgt durch

(i) ein Blatt fiir jede virtuelle Kante in B;
(ii) ein P-Knoten fiir jeden Schnittknoten in B;

(iii) ein @-Knoten fiir jede 2-Zusammenhangskomponente in B;

AuBlerdem:

(iv) Wurzel in 7; sei Knoten der S enthélt.

bool Planarititstest (G = (V, F)
{
if (|E| > 3|V| — 6) return 0;
U:={e=(s,v) € E}
T := universeller Baum iiber U
for (1=2;i<n—1;i++)
{
Sii={e= (vi,w) € E; w(v;) > w(w)}
T := Bubble (7}, S;);
T := Reduce (T, 5;);
if T = () return 0;
S'i={e€ (vi,w) € F|w) <ww)}
T := universeller Baum iiber S;
if (Wurzel relativer Unterbaum in 7" ist Q-Knoten)
ersetze volle Kinder und Nachfahren durch T's/
else
ersetze Wurzel durch Tl
U=U-S5Uy
¥

return 1;

}

Theorem 7.5.1 Sei G = (V, F) ein 2-zusammenhingender Graph. Dann kann G in
O(|V]) Zeit auf Planaritit getestet werden.

Beweis: Korrektheit klar.

AuBerhalb von REDUCE und BUBBLE: O(|V| + |E|) Zeit. Ersetzen der vollen Knoten
durch Ts erh6ht O(T') um hochstens |S’|. Summe iiber alle |[S'| < |E)|

= REDUCE und BUBBLE benétigen iiber alle Iterationen O(|V| + |E|) Zeit.

= FEulersche Formel ergibt O(|V|)
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Korollar 7.5.2 FEin beliebiger Graph G = (V, E) ohne Multikanten kann in O(|V]) Zeit
auf Planaritdt getestet werden.

In den folgenden Abbildungen sind (a) — () in Buschform und (a’) — (') sind PQ-Béume.

1=s

6 3 4 5 3 5 6 3 4 5 3 5
(b) B, ()]
1
A @
6 4 5 3 3 5 6 4 5 33 5
(c) B, (c)
1
& @
6 4 5 4 6 5 6 4 54 6 5

(d) By (d)
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1
ﬁ %
6 5 4 4 6 5

6 54 46 5
(© B, )
1
2 3
4
6 5 5 6 6 5 6 55 66 5
() Bs )
1
2
3
4
6 6 6 5 5 5 6 665 55

(@)

6 666
()
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7.6 Einbettungsalgorithmus

Ansatz: Modifiziere Planaritétstest: Mit jeder Reduktion der PQ-Baume aktualisiere die
Adjazenzlisten der Buschform. = O(n?)

Idee: Speichere nur die Adjazenzliste der reduzierten virtuellen Kanten fiir jeden Knoten,
sowie die impliziten Anderungen in nachfolgenden Reduktionen.

st-Numerierung impliziert eine Richtung im Graphen durch Richten der Kanten von klei-
nerer zu groflerer Knotennummer = azyklischer Digraph. Interpretiere st-numerierten
G = (V, F) nun immer als azyklischen Digraphen D = (V, A).

Definition 7.6.1

Fine aufwirts (gerichtete) planare Zeichnung eines azyklischen Digraphen D =
(V, A) ist eine planare Zeichnung bei der alle Kanten monoton aufsteigend gezeichnet
werden.

Erzeuge zunichst eine aufwirtsplanare Einbettung von GG und konstruiere eine planare
Einbettung.

void Embed(G)

{
UpwardEmbed(G);

EntireEmbed(G);
}

Lemma 7.6.2

In einer planaren Einbettung Adj eines Graphen G, die mit dem naiven Einbettungs-
algorithmus erzeugt wurde, erscheinen fir einen beliebigen Knoten v die Nachbarn mit
kleinerer Nummer zusammenhdingend um v (und in Adj).

Beweis: klar.

Aufwirtsplanare Einbettung enthélt nur Eintrige A(v) = wy, we, ... , w;

Wo W
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void EntireEmbed(G)

{
kopiere Listen A nach Adj;
markiere alle Knoten als “neu”
DFS(t);

}

void DFS(v)

{

markiere v “alt”;

forall w € A(v)
{
kopiere v an den Anfang von Adj(w);
if (w ist “neu”)
DFS(w)

Lemma 7.6.3
Sei D der aufwdirtsplanare Digraph bzgl. G. Enthalte A die aufwdirtsplanare Einbettung
von D. EntireEmbed erweitert A in eine planare Finbettung Adj in O(n) Zeit.

Beweis: Laufzeit klar wegen der Verwendung von Depth First Search.

Korrektheit: Wegen st-Numerierung existiert ein gerichteter Pfad von v € V\{t} nach
t = jeder Knoten und jede Kante werden abgearbeitet. = Adj(v) enthélt Nachbarn in
richtiger Reihenfolge. Betrachte die Nachbarschaft von v.

W W

Wy

2 Ui
Wy, Wy, . .. ,w; sind bereits in richtiger Reihenfolge. Zeige, dafl die Kanten (v, u), (v, uz),
., (v,u;) in dieser Reihenfolge besucht werden und

Adj(v) = Uj, Uj—1y--- , U2, UL, W1, W2, ... ,W;

1st.
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Annahme: k.l € {1,...,7} mit k& > [ aber (v,u;) wird vor (v, ;) besucht. Sei P, Pfad
von uy zu t in DFS-Baum, sei P, Pfad von u; zu ¢t in DFS-Baum, sei z Knoten an dem
Py, und P, sich treffen und (u}, z) € P, und (uj, z) € P.

Wegen Annahme: erscheint (uj, z) vor (uj, z) in A(z).

Die Subpfade P| = z,uj, ... ,up und P/ = z,uj, ... ,u; haben keinen gemeinsamen Knoten
aufer z.

= P/, P}, (v,w), (v,u) formen einen Kreis C. Wegen Lemma 7.6.2 liegen alle Nachbarn
von v aus A(v) innerhalb von C. s ist auerhalb von C.

Veel wk)>ww)
Vye Aw), wly) < w(v)

Nach Definition st-Numerierung existiert V y € A(v) ein gerichteter Pfad P von s nach y
mit w(y) < w(v)Vy € P. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung,.

Um in UpwardEmbed V v € V' A(v) zu bestimmen:

1. Nach Reduktion der virtuellen Kanten (= eingehende Kanten) von v, durchlaufe
die relevanten Blatter des PQ-Baumes. Dies ergibt (vorlaufige) A(v) = wy, ... ,w;
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2. (a) Falls Wurzel des relevanten Unterbaumes voll ist

e reversible Komponenten
e wir konnen annehmen, dafl A(v) bereits in Ordnung ist

(b) Falls Wurzel partiell

A(v) nur vorldaufig. Wir miissen zdhlen wie oft A(v) (implizit) durch spétere
PQ-Baumoperationen (= Reversionen von @-Knoten) umgedreht wird.

e Falls gerade Zahl: A(v) in Ordnung
e Falls ungerade Zahl: drehe A(v) um

Einfaches Zihlen der Reversionen: O(n?) Zeit.

Losung: Fiige Direction Indikator ein.

| - I |
Lhwahl LAhELD

Ri(v)

Der Richtungsindikator RI(v) ist ein Blatt, welches in allen Template Operationen igno-
riert wird. Dieser hat zwei Aufgaben:

1. Registriert Reversionen.

2. Gibt Durchlaufungsrichtung von v relativ zu den Geschwistern in 7" an.

Wenn RI(v) innerhalb einer Folge von vollen Bldttern des Knotens w ist, entferne R1(v)
ebenso wie relevanten Unterbaum und speichere RI(v) mit A(w) ab.

Beispiel:
A § 4 g § A
w_ W ww W W
12 34 s g
entgegengesetzter
Scan Aw) ="y W Wy W, We We
Scan wie bei v Aw) =" Vs Wa Ws w, W,

Wir erhalten so fiir jeden Knoten v € V eine (vorldufige) A(v), die RI(v) enthélt.
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Korrekturschritt:

for (t=n;i>1;i——)

{

for jedes x € A(v)
if (z ist RI)
{

entferne z aus A(v);
sei w der korrespondierende Knoten zu x
if = entgegengesetzt zu A(v)

drehe A(v) um;

Lemma 7.6.4
UpwardEmbed bestimmt eine aufwdrtsplanare Einbettung A eines planaren Graphen G in

O(n) Zeit.

Beweis: Laufzeit klar.

Korrektheit: Zeige Vv € V, daB A(v) ist ohne Einschréankung im Uhrzeigersinn. Sei A’(v)
die Liste der eingehenden Kanten, die beim Knotenadditionsschritt bestimmt wird.
1. Fall: RI(v) wird fiir v nicht hinzugefiigt. Setze A(v) := A’(v).

2. Fall: RI(v) wird fir v hinzugefiigt. RI(v) wird im Knotenadditionsschritt von w,
w(w) > w(v), entfernt.

(1) Falls RI(v) entgegengesetzt zu A'(w): Zahl der Reversionen des Q-Knotens bis zur
Reduktion von w ist ungerade

(71) andernfalls: gerade
Wird fiir w kein RI(v) eingefiigt, setze A(w) := A’(w). Falls (), setze A(v) := Reversion
(A’(v)). Wird fiir w ein RI(v) eingefiigt, so zahlt dieser die Zahl der Reversionen des Q-

Knotens bzgl. w und damit implizit bzgl. v. Iterierte Anwendung ergibt das Gewiinschte.

O

Lemma 7.6.5 Der Algorithmus Embed bestimmt eine planare Einbettung eines planaren

Graphen G in O(n) Zeit.

Beweis: Folgt aus Lemmata 7.6.3 und 7.6.4.



Kapitel 8

Zeichenverfahren fiir planare
Graphen

8.1 Geradliniges Zeichnen

Wir wissen aus Kapitel 3, daf§ wir planare Graphen immer geradlinig zeichnen konnen
(Algorithmus von Tutte), allerdings mit schlechter Auflésung.

Ein Beweis dafiir, daf jeder planare Graph geraden Linien fiir die Kanten gezeichnet wer-
den kann, stammt von Fary (1948) [Far48|. Wir nennen solche Zeichnungen deshalb Fary-
Einbettungen. Wir entwickeln einen effizienten Algorithmus fiir Fary-Einbettungen auf
einem O(n) x O(n)-Gitter.

Quellen: H. de Fraysseix, J. Pach, R. Pollak: How to draw a planar graph on an grid.
Combinatorica 10 (1990), 41-51. [dFPP90]

H. Chrobak, T. Payne: A linear time algorithm for drawing planar graphs. Information
Processing Letters 54 (1995), 241-246. [CP95]

Lemma 8.1.1

Sei G ein einfacher planar eigebetteter Graph und u = uy,us, ... ,u, = v ein Kreis in G,
dann existiert ein Knoten w' & {u,v} auf dem Kreis, der nicht adjazent zu einer inneren
Sehne ist. (Ebenso existiert ein Knoten w” & {u,v}, der nicht adjazent zu einer dufSeren
Sehne ist.)

Beweis: Keine Sehne: trivial.
Sei (u;, u;) j > 1+ 1 eine innere Sehne mit j — ¢ minimum.

kiirzest
innere
Sehne
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e Wegen Minimalitét gilt:

Keine innere Sehne adjazent zu w41 endet im Bereich w;, w41, ... , u;.

e Wegen Planaritét gilt:

Keine innere Sehne adjazent zu w41 endet im Bereich {uq,. .., up}\{w;, ..., u;}.

Lemma 8.1.2 (Kanonische Numerierung)

Set G = (V,E), |V| = n ein mazimal planar eingebetteter Graph mit Aufenfliche
u,v,w € V. Dann existiert eine Knotennumerierung vy = u, Vo = U, VU3, Vs, ... ,Up_1,Up =
w mit den folgenden Figenschaften fir 4 < k <n.

(i) Der von vy, va, ... ,vp_1 induzierte Subgraph Gj_y ist 2-zusammenhingend und die
Auflenflache wird durch einen Kreis Cy_1 begrenzt, der die Kante (u,v) enthdlt.

(ii) vy liegt in der Auflenfliche von Gy_y und seine Nachbarn in Gy_y bilden wenigstens
ein 2-elementiges Intervall auf dem Weg Cy_1\{u,v}.

Vi

Vi=u G, V, =V

Beweis: Wir definieren v,,, v,,_1, ... ,v3 durch Riickwéartsinduktion. v, = w, G,,_1 Sub-
graph von G nach Entfernung von w.

Maximalitit = Nachbarn von w formen Kreis C, 1 der (u,v) enthilt
und AuBenfliche von C,,_; definiert.

G

Sei vy, definiert fiir k£ > 4, so dafl G_; die Bedingungen (i) und (ii) erfiillt. Sei Cy_; der
die AuBlenfliche begrenzende Kreis. Wir wenden Lemma 8.1.1 auf C; in G; an:

= (Fuw’ € C;\{u,v}) @' ist nicht adjazent zu einer Innensehne von C; (es gibt keine
AuBensehnen).
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= Fiir v; :== ' erfiillt G;_; die Bedingungen (i) und (ii).

Wir nennen die Numerierung aus Lemma 8.1.2 kanonische Numerierung.

Satz 8.1.3 (de Fraysseix, Pach, Pollack [dFPP90])
Jeder planar eingebettete Graph G = (V, E) |V| = n hat eine Fary-Finbettung auf einem
(2n —4) x (n — 2) Gitter.

Beweis: Gitterposition von v € V:
P(v) = (z(v),y(v)) € R*.
Manhattan Distanz von A = (z1,y;) und B = (22, y2):
di(A, B) = |z — 22| + |y1 — ¥l
Haben A und B eine gerade Manhattan Distanz, so hat der Schnitt der Geraden

durch A mit Steigung 1
durch B mit Steigung —1

ganzzahlige Koordinaten

1
M(/L B) = 5(% — Y1+ To+ Yo, —T1 + Y1 + T2+ Yo).

Wir beschreiben einen Algorithmus: vy, v, ... ,v, sei kanonische Numerierung. Knoten-
listen L(w) fir alle w € V.

Initialisierung:
P(v1) :=(0,0) L(vq) := {v1}
P(v1) :=(0,2) L(vy) == {2}
P(vy) == (1,1) L(vy) == {vs}

In Schritt k sei Gy_; bereits eingebettet (d.h. Initialisierung entspricht Schritt 3), so da8

(1) P(v1) = (0,0)
P(vs) = (2(k — 1) — 4,0)
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(2) z(wr) <zWs) < ... < x(Wn), wobeil Cy_y = (V1 = Wi, Wy, ... , Wy—1, Wy, = V2).

(3) Alle Kanten(-Zeichnungen) (P(wy, P(w;4+1)) (i = 1,2,... ,m —1) haben Steigung +1
oder —1.

w3
Wyp—1
Wa
V1 = Wy Vg = W
Seien wy, Wp41, ... , W41, w, die Nachbarn von v, auf Cj_;. Dann iiberdeckt v; die
Knoten wp41,... ,wy—1.

neue Kanten

V1 = Wy Vo = W

Problem: v, mufl alle Knoten w,, ..., w, sechen. Sicherstellung durch geeignete Ver-
schiebungen:

U1 =W V2 = Wm
“Innenleben mufl geeignet verschoben werden, so daf$ Fary Figenschaft auch innen
erhalten bleibt”

1. for each v € U, L(w;) do z(v) := 2(v) + 2
for each v € J,,, L(w;) do z(v) == z(v) + 1
P(vi) := p(P(wp), P(w,))

L(v) = for} WU, Llw))

(Im Fall p+ 1 =g ist U, = 0.)

- W
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Invariante: Ist G ; Fary eingebettet mit (1), (2), (3) und man berechnet die Einbet-
tung von Gy wie oben, so ist Gy Fary eingebettet mit (1), (2), (3). Erhaltung von (1),
(2), (3) ist trivial.

Fary: V3 <k < ngilt: Sind 0 < a1 < ap < ... < oy, nichtnegative ganze Zahlen und
werden fiir i = 1,2,... ,m alle Knoten in L; um «; nach rechts verschoben, so bleibt die
Fary-Eigenschaft erhalten.

Induktion iiber k:

k = 3: offensichtlich
(1,1

(0,0) (0.2

Die Behauptung gelte fiir Gj_; mit Kontur wy, ws,... ,w,,. Wir fiigen vy hinzu und
erhalten die neue Kontur wq,ws, ..., wy, Vg, Wy, ... , Wy, Seien 0 < a3 < ... < <
a<a; <...< o ganze Zahlen und betrachte die entsprechenden Verschiebungen der
Listen:

L(w;) i=1,2,...,p,q,... ,m) um q;
L(v,) um «

Wir zeigen: (G, ist danach Fary-eingebettet.
Seien 0 < o < aj < ... <al, wie folgt

ai, fuI‘Z:LQ, 7p
a;=Ra+1, firi=p+1,p+2,...,q—1
a+2, firi=gqq+1,...,m

Induktionsannahme

= Alles unterhalb der Kontur (Gx_;) bleibt Fary eingebettet.

AuBlerdem bewegt sich die Kontur zwischen w,,; und w,_; fest um 1 nach rechts.
= Alles oberhalb der Kontur (v; und inzidente Kanten) ist Fary eingebettet.

Schliellich gilt in G = G,:

P(Ul) = (070)

P(us) = (2n — 4,0) = u(P(vy), P(vg)) = (n—2,n—2)

(n-2,n-2)

(0,0 (2n-4.,0
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= G ist im (2n — 4) x (n — 2) Gitter Fary-eingebettet.

Qualitit des Platzbedarfs
Kleiner als (%n — 1) X (%n — 1) geht es nicht. Betrachte

n

5 verschachtelte Dreiecke plus rote und griine Kanten.

inneres Dreieck: Breite/Hohe > 1
fiir jedes weitere Dreieck: +2 Breite, +2 Hohe

= B/H > 1+2(#A - 1)

n
()
* 3

2

8.2 Ein Algorithmus zum geradlinigem Zeichnen

Eingabe: maximal planarer Graph G = (V| F)) mit kombinatorischer Einbettung mit-
tels Uhrzeigerlisten.

8.2.1 Herstellung einer Triangulierung

Bearbeite alle v € V' wie folgt:

e Lese geordnete Uhrzeigerliste von v

Sei w direkter Nachfolger von u, von w aus gesehen: Entweder
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dann tue nichts oder

fiige rote Kante (u,w) an richtiger Stelle ein:

=u

Konstante Zeit

Wir erhalten einen Multigraphen, denn (u,w) mag bereits in einer anderen Position exi-

stieren, z.B.

Ergebnis: Triangulierter planarer Multigraph. G der GG als Subgraph enthélt.

Fiir jede rote Kante (i, 7), die eine Parallelkante hat, existieren ¢, j* und ein eindeutiges
Viereck

in dem keine Kante (7, j') moglich ist (wegen Planaritét).
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Aktion: Ersetze (i,j) durch (i, 7') = keine parallele Kante zu (', 7).

Effiziente Durchfithrung durch lexikographische Sortierung aller Kanten in G/ zum Auf-
finden von Duplikaten, fiir diese Ersetzung in konstanter Zeit.

Sortieren in O(n) Zeit mit Radix-Sortierung.
Insgesamt O(n) Zeit (und Platz).

Beipiel 8.2.1
G=(V,E)V ={1,2,3,4,5,6,7}

Uhrzeigerlisten nach Triangulierung
1. 3,7,5,4 1. 3,7,5,4

2: 3,6,7 2: 3,6,7

30 1,4,6,2 3 1,4,6,2,7

4: 1,5,3 4: 1,5,6,3

5 1,6,4 o 1,7,6,4

6: 2,3,5,7 6: 2,3,4,5,7

7 1,2,6 70 1,3,2,6,5

)= )

8.2.2 Bestimmung einer kanonischen Numerierung
Bestimmung von vy, vs, v,

e Wihle v; beliebig.

e Wihle vy als Nachbarn von v; beliebig.

e

e Wihle v, als v;-Uhrzeiger-Nachfolger von vs.



8.2 Ein Algorithmus zum geradlinigem Zeichnen 167

Bestimmung von v, ,v, 2,...,03
Datenstrukturen

Knotenfelder

— Zahlinnensehnen

— Istauflen

— Kanonische_Nummer
— w,

— w,
o Liste

— Kandidatenliste

Initialisierung

fork=1,2,...,n

Zahlinnensehnen|k| = 0;

IstauBen|k| = 0;
IstauBen|v;| = IstauBen|v,| = IstauBen|vs| = wahr;
Kanonische_Nummer[v;] = 1
Kanonische_Nummer|v,| = 2;
Kandidatenliste: v,,;

Firk=nn—1,...,3{

Entferne v, aus der Kandidatenliste;

Kanonische_Nummer[vy| = k;

Bestimme w,[vg] und w,[vg] in Cy;

IstauBen|vg| = falsch;

Falls wy[vg] und wy|vg] einzige Nachbarn von vy, in G sind {
Zahlinnensehnen|w,[vg||——;
Zahlinnensehnen|[w,[vg]]|——;

Falls (Zahlinnensehnen|w,[vg]] == 0)
Fiige wy[vg] in Kandidatenliste ein;
Falls (Zahlinnensehnen|w,[vi]] == 0)

Fiige w, vy in Kandidatenliste ein;
}
Fiir alle Nachbarn u von vy, echt zwischen wy|vg] und wg[vg] {
IstauBen|u] = wahr;
Bestimme w,[u] und w,[u];
Fiir alle Nachbarn w von u echt zwischen wy[u] und w,[u]
Falls (Istaulen[w]) {
Zahlinnensehnen[u]++;
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Zahlinnensehnen[w]|++;
Entferne ggf. w aus der Kandidatenliste;

}

Falls (Zahlinnensehnen[u| == 0)
Fiige v in Kandidatenliste ein;

Laufzeit: O(n) Jede Kante wird hochstens zweimal betrachtet.

Im Beispiel: Initialisierung V7
Wihle v; = 1 (4)
Wihle vy = 5 A
= vy =4
|1 2 3 4 5 6 7
Zahlinnensehnen o 0 0 0 0 0 o
Istauflen wW F F W W F F
Kanonische_Nummer | 1 2
Kandidatenliste: 4
E=7:v=4 w,=1 w;=5
|1 2 3 4 5 6 7
Zahlinnensehnen O 0 O O O o0 O
Istauflen W F W F W W F
Kanonische_Nummer | 1 7T 2
Kandidatenliste: 3 6
E=6:1v55=3 wy,=1 w,=6
‘ 1 2 3 4 5 6 7
e‘;\ Zahlinnensehnen o o0 o0 o0 1 1 2
\e IstauBen W W FF W W W
Kanonische_Nummer | 1 6 7 2
© 6 Kandidatenliste: 2
E=5:v=2 w,=7 w,=6
einzige ‘N,achbarn
|1 2 3 4 5 6 7
Zahlinnensehnen 0O 0 0 0 1 0 1
Istauflen W F F F W W W
Kanonische Nummer | 1 5 6 7 2
Kandidatenliste: 6
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k=4:v=06 w,=T7 wyg=5

v
einzige Nachbarn

|1 2 3 4 5 6 7
Zahlinnensehnen 0 00 0 0 0 O
IstauBen W F F F WF W
Kanonische Nummer | 1 5 6 7 2 4
k=3:v3=17
8.2.3 Koordinatenbestimmung
Darstellung von Gy als Wald bestehend aus Baumen fiir L(ws), L(ws),. .. , L(w,,) mit

Wurzeln wy, wa, ... , Wy,.

Beobachtung 8.2.2
Wenn vy, eingebettet wird, brauchen wir die exakten Positionen von w, und w, nicht zu
kennen.

Aus

o y(wy),y(w,)

o 2(w,) — z(w,) [relative z-Koordinaten]
kénnen wir berechnen

* y(ux)

e 2(v;) — z(w,) [x-Verschiebung von vy relativ zu w,

Phase 1
e Hinzufiigen der Knoten.

e Berechnung von z-Verschiebungen und y-Koordinaten.

Phase 2

e Berechnung der endgiiltigen z-Koordinaten durch Akkumulation von x-Verschie-
bungen
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Berechnung der Koordinaten

Der folgende Algorithmus berechnet die Koordinaten geméfl dem Algorithmus von de
Fraysseix, Pach, Pollack [dFPP90] bei gegebener kanonischer Ordnung der Knoten v,

.. Uy Wiahrend des Algorithmus enthélt x(w;) fiir einen Knoten w; der AuBlenregion
zunéchst den Abstand in z-Richtung zum Vorgédnger w;,; auf der Auflenregion.

Beginne mit v; auf Punkt (0,0).
z(v1) = z(v2) = y(v1) = y(v2) =0

for k:=3 ton do
Die Auflenfliche vor Einfiigen von vy, sei wq, ... ,w,.
Bestimme w, und w,,.
Berechne Abstand z, := x4ps(wy) — aps(wp) nach dem Hinzufiigen von vy,
d.h. nach Verschieben von w, um 2.
Ty =2+ Zg:p—i-l z(w;)
Berechne Schnittpunkt der Geraden durch w, und w, mit Steigung +1 bzw. —1.
z(vg) = (zq + y(wy) — y(wp))/2
Y(ui) = (xq + y(wy) — y(wp))/2
x(w,) ==z, — z(vg)
Die Knoten w41, ... ,w,—1 werden nach Hinzufiigen von v; zu inneren Knoten.
Wir merken uns fiir diese Knoten die z-Position relativ zu v, nach Hinzufiigen
von vy, da dieser relative Abstand im weiteren Verlauf des Algorithmus nicht mehr
verdndert wird. Auerdem merken wir uns in upper(w;) den Bezugsknoten vy.
fort:=p+1tog—1do

x(w;) = 1+ Z z(w;) —x(vg)

Jj=p+1
N ~~ J

Abstand von w;
zu wy nach Hin-
zufiigen von vy,
upper(w;) = vy,
od
od

Bestimme absolute z-Koordinaten auf der Auflenregion (= vy, vg, vy,).
x(v9) = z(v,) + x(ve)

Bestimme absolute z-Koordinaten fiir alle inneren Knoten.
for £k :=n — 1 downto 3 do

x(vg) = x(vy) + x(upper(vi))
od
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Im Beispiel: kanonische Numerierung:

vi=1,v=5 v3=T7,0v4=06, v5 =2, v4=3, vy =4

k=3:
v Zq =2
@ z(vy) = (2+0-0) _
) = DEOOO®OO
(0.0) (0.01-=(1.0) z(w,) =2—-1=

=2+1+24+1=6
vg) =(6+2-0)/2=4
vg) =(6+2+0)/2=4

wy) =6—4=2 C25§53 & ©
v3) = 1+x(vs)+ x(vs) — x(vg)

— 14l 4=-2
z(vs) =14 z(vs)+ x(vs) — x(vg)
—14+142-4=0

Tq =244+24+2=10
z(v;) =(104+0-0)/2=5 (1) (a) (5
y(vr) =(10+0+0)/2=5 2)
z(w,) =10—-5=5 Q@
z(vg) =144-5=0 Gjl

@0 (2.0 (5.0 .Z'(’U4) =14+44+2—-5=2

Berechnung der absoluten z-Koordinaten:
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8.3 Verbesserungen und weitere Entwicklungen

e Nachteil: Forderung der maximalen Planaritét

Nach Entfernung der kiinstlichen Kanten sieht die Zeichnung eventuell merkwiirdig
aus.

Beipiel 8.3.1 (Harel & Sardas (1998) [HS98])

S

— Kanonische Numerierung fiir 3-zusammenhéngende (nicht notwendigerweise
triangulierte) Graphen: Kant (1996) [Kan96].

— Kanonische Numerierung fiir 2-zusammenhingende Graphen: Gutwenger &
Mutzel (1998) [GMO98|, Harel & Sardas (1998) [HS98|. (auch O(n) Zeit)
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A pl

Bessere Zeichnung des Beispielgraphen (HS 2000):

e Kleineres Gitter (Chobak & Kant (1997) [CK97))

AN

f~—2n-4—1 ~-n—-2—+

ganz anderes Verfahren, nur fiir maximal planare Graphen: Schnyder (1990) [Sch90]

2/
v

-n-2—+

e Nachteil: Kleine Winkel

Ausweg: Quasiorthogonales Zeichnen, d.h. orthogonal bis auf rechteckige Umge-
bungen nur die Knoten. Kant (1996) [Kan96], Gutwenger & Mutzel (1998) [GM9S].

K1996:

3-zusammenhéngende Graphen

(2n — 5) x (3n — 6)-Gitter

5n — 15 Knicke (max 3 pro Kante)
Winkel 2 (D = maxmialer Knotengrad)

D.h. fiir 1 zusammenhingende Graphen Winkel 3D -
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GM1998:

1-zusammenhéngende Graphen
(2n —5) x (&n — 1)-Gitter

5n — 15 Knicke

Winkel %

Idee: Knotenboxen

N

out(v)=6, in(v)=1 out(v)=4, in(v)=1

out(v)=8. in(\)=0 out(v):é. in(\=4 out(W)=9. in(\\=9

in(vg) = #Nachbarn in Gy_1, out(vg) = #restliche Nachbarn

b 17

-
-
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8.4 Orthogonales Zeichnen: Knickminimierung fiir 4-
planare Graphen

4-planar:: planar und 6(v) <4 Vv e V.
Gegeben: 4-planarer Graph G = (V| E).

Gesucht: planare orthogonale Gitterzeichnung mit minimaler Anzahl von Knicken.

] 5]

kein Knick:
3 Knicke optimal

Beipiel 8.4.1

Komplexitit

Es ist N'P-vollstandig, zu entscheiden ob G eine orthogonale Zeichnung ohne Knicke hat
(Formann et al (1990) [FHH+93]). Aber:

gegeben: 4-planarer Graph mit kombinatorischer planarer Einbettung.

gesucht: Planare orthogonale Gitterzeichnung, die die planare Einbettung beibehalt,
mit minimaler Anzahl von Knicken.

— R. Tamassia (1987) [Tam87]: polynomieller Algorithmus.

Fine orthogonale Repréasentation H beschreibt zusétzlich zur Topologie die Form ei-
ner planaren orthogonalen Zeichnung, d.h. H ist eine Erweiterung einer kombinatorischen
Einbettung P. Die Beschreibung ist dimensionslos, d.h. es werden keine Angaben iiber
die Langen der Kantensegmente gemacht.

H besteht aus erweiterten Flichenuhrzeigerlisten H(f) fiir alle Flachen f € F von G.
Ein Element r € H(f) hat die Form (e,, s,, a,) wobei

(i) e, eine f begrenzende Kante,
(ii) s, ein Bindrstring und

(ifi) a, € {90, 180,270, 360} ist.
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zu (ii): s, beschreibt die Form der Kante e,: Das k-te Bit in s, beschreibt den k-ten
Knick auf e,:

0 fiir 90 — Knick
1 fiir 270 — Knick

relativ zu Durchlaufrichtung. (Erinnerung: im Uhrzeigersinn fiir Innenflichen, gegen den
Uhrzeigersinn fiir die Aufienfléche.)

zu (iii): Ist ¢ das auf r folgende Element in H(f), so beschreibt a, den Winkel zwischen
e, und e, in f.

Beipiel 8.4.2

Jo

€1

€3

€6

f1 f2

€5

€4

H(f1) = ((e1,,90), (es, &, 180), (e5, 00, 90))
H(fs) = ((es,2,90), (€3, 0,360), (€5, 1,90), (e, 0010, 90), (eq, £, 90))
H(f3) = ((e4,e,270), (e9,1011,90), (e1, £, 270), (es5, 11,90))

S
:

(Jede Kante kommt genau zweimal vor.)
Die Anzahl der Knicke einer orthogonalen Reprasentation H ist

1
bH) + 530 D s
fEF reH(f)

wobei |s,.| die Lédnge von s, bezeichnet.

Satz 8.4.3
Eine Menge von geordneten Listen H ist genau dann die orthogonale Reprédsentation einer
planaren orthogonalen Zeichnung, wenn folgende Eigenschaften erfillt sind:

(E1) H ohne die s- und e-Felder ist eine planare Einbettung.

(E2) Seien r und q, v # q, zwei Elemente in H mit e, = e,. Dann erhdlt man s, aus s,
durch Umdrehen der Reihenfolge und Flippen der Bits.
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Beipiel 8.4.4

T §=0010110
§=1001011

(E3) Fir jedes r sei o(r) = |s.|o — |sq|1 + (2 — %), wobei |s,|o (|sy|2) die Anzahlen der

Nullen (Einsen) in s, bezeichnet. Dann gilt

—4,  falls f AufSenfliche
reH(f) +4,  falls f Innenfliche

D.h. jede Fliche ist ein rektilineares Polygon.
(E4) F jeden Knoten v € V gilt:

Z a, = 360.

er inzident mit v

Beweis: elementare geometrische Uberlegungen.
a.
Aus einer orthogonalen Représentation H kann man leicht eine entsprechende orthogonale

Zeichnung erzeugen:

Skizze eines Algorithmus zur Lingenbestimmung

(1) Konstruiere normalisierte orthogonale Reprasentation H’, in der jede Fliche Recht-
eckform hat, durch Hinzufiigen kiinstlicher Kanten und Knoten.

Beipiel 8.4.5

O O O O
C D)

C o—oO0
O O O O O

(2) Bestimme Léngen der Kanten in H” — orthogonale Zeichnung fiir H’.

(3) Entferne die kiinstlichen Kanten und Knoten — orthogonale Zeichnung fiir H.
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Netzwerkfliisse mit minimalen Kosten

Ein Netzwerk N ist ein 6-Tupel
N = (U,A,b,l,n,c)

mit:

(U, A) ist ein gerichteter Graph

beZV mit Y, ;b =0,
1 € U ist Angebotsknoten < b; > 0, Nachfrageknoten < b; < 0.
l,n €74,

a € A: [, untere, u, obere Schranke fiir Flu3 auf a.

ceZ4,

a € A: ¢, Kosten fiir eine Einheit Fluf§ auf a.

Minimum Kosten Netzwerk-Fluf3problem

(MKNFP) minimiere e = anaza

a€A

so daf Z -T(i,j) — Z I(]}i) = bz VZ
il(@.5)eA il(Gi)eA

l,<z,<u, Va€ A
T, €L Va € A

MKNFP

e hat zahlreiche Anwendungen im Operations Research (insbesondere Warentrans-
porte)

e ist in polynomieller Zeit 16sbar

Bestimmung einer knickoptimalen orthogonalen Reprisentation

gegeben: Planarer Graph G = (V| F) mit kombinatorischer Einbettung {P(f) | f €
F'}, AuBenflache f, € F.

gesucht: orthogonale Reprisentation {H(f) | f € F} mit minimaler Anzahl von
Knicken.

Plan: Transformation auf ein M KNFP.
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Aufbau des Netzwerkes Np = (U, A, b,1,u,c)
U= Uy UUp mit

Uvi:{iv|’UEV}
UF::{i‘f|f6F}
bi,,:4 Vi, € Uy

y _ [P+ a F#
T =2APNI -4 f=fo

= Gesamtes Potential =

Db E Y b =AVI+ Y (Z2AP()] +4) = 2[P(fo)| — 4

veEV fer feF, f#fo
=4V[=2) |P(f)|+4(F| - 1) —4
feF
=4V | —4|E|+ 4|F| — 8
=4(|V[ - |E[+|F| - 2)

TV
=0 Euler

=4-0
=0

Interpretation

FluB = Winkeln. Winkel enstspricht an den Knoten produzierte Ware pro Flufleinheit

90°. FluBlerhaltung:

1, € Uy = der Winkelsumme 360° an jedem Knoten.

iy € Up = f ist rektilineares Polygon mit korrekter Summe von Innen- und Aulenwinkel

Beipiel 8.4.6

Kantenmenge A = Ay U Ap.
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Ay enthilt eine Kante (i,,4¢) fiir jedes Paar adjazenter Kanten in der Uhrzeigerliste von
v wobei f die von dem Paar berandete Fliache ist. Mehrfachkanten sind moglich, z.B.

D.h. es entsteht ein Multidigraph V(i,, i) € Ay:

l(i%if) =1
u(iv7if) = 4
C(imif) - 0

Interpretation

Die Knoten verteilen ihre Winkel an die adjazenten Flachen. Winkel sind wenigstens 90°,
hochstens 360°. Es entstehen keine Knicke: Kosten = 0.

Beipiel 8.4.7

©

@

Ap ={(iy,1,), (iy,1f) | € € F trennt f und g}.
Mehrfachkanten moglich, z.B.



8.4 Orthogonales Zeichnen: Knickminimierung fiir 4-planare Graphen 181

CaES

Schleifen moglich, z.B.

V(Zf, Zg) € AFI

Lisig) =

0
u(iﬁig) =00
Cligsig) = 1
Interpretation

Jede Flufleinheit auf einer Ap-Kante entspricht einem Knick, deshalb Kosten 1.
Beipiel 8.4.8 S

e S

—

\ - —
Satz 8.4.9
Zu jeder orthogonalen Reprdsentation mit zugrunde liegender planarer Finbettung P exi-

stiert ein ganzzahliger Fluf3 x in Np dessen Kosten cl'z gleich der Anzahl der Knicke

b(H) ist.
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Beweis: Konstruktion von Fluf3 z:

R(v, f):={r € H(f) | e, und ihre Nachfolgerin in H(f) sind mit v inzident}

Mit jeder griinen Kante (4,,7) assoziieren wir das ,, Vorgéngerelement* r € R(v, f):

: S — ar
Wir setzen T(iyip) = o5

Mit jeder roten Kante (if,,) assoziieren wur die ,duale“ schwarze Kante. Wir setzen
Ligig) = |5r]0
7 zeigen:

1. z ist ein Fluf3, d.h.

(a) Kapazititen werden eingehalten
(b) FluBerhaltung ist erfiillt

2. FluBknoten = Anzahl der Knicke

zu la:
a € Ay a€{90,180,270,360} = x, € {1,2,3,4}
a € Ar Linge eines Bitstrings ist > 0

zu 1b: Bilanz an i, € Uy:

D Tawin =0 = > D g—o
feF fEF reR(v,f)
ay
- e g(;v) %
(B4) 360
90
= 4=

v
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Bilanz an iy € Up:

Zﬂf(z’f,ig) - Z L(iyyig) — Zl“(ih,if) = Z |8rlo — Z 3—6 - ZT € H(f)|srx

geEF veVy heF reH(f) reH(f)

a”f’

— > (2= g Ishi+Issho) — 2AP()]
90

reH(f)

= 21P(N)l+ ) olr)
reH(f)

(E3) +4 falls f Innenflache

=" =2|P(f)| { —4 falls f = f,

zZu 2:

o) LYY s

fEF reH(f)

(E:2) Z Z x(ifvig)

fEF geF

- Y

a€EAR

- § Calq

a€A
O

Satz 8.4.10 Zu jedem ganzzahligen Fluf$ x in Np ezistiert eine orthogonale Reprisenta-
tion mit zugrunde liegender planarer Einbettung P, so daf ¢'x = b(H)

Beweis: Konstruktion von H:

ar = Z(iyip) - 0V 1 € R(v, f)
Zu jedem r € R(f.g) sei ¢ € H(g) mit e, = e,. Wir setzen

s, = (0" Cigrig) 1 Cgoif)

Sq — Ox(igvif) 1x(ifvig)

Zu zeigen: (E1) — (£4) sind erfiillt.
(E1): klar (P bleibt erhalten)
(£2): nach Konstruktion

(E3):
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> o) = ((2=55) +lIsilo—1Is:h)

reH(f) r€H(f)

S g ® )
reH(f)

= AP = 3 Tawi + I Tligig) - Z%m

vEVER geF geF

= 2[P(N+ (=21P(f)] £4)

= 4

Z ar = Z T (i,ig) = 90

erinz. mit v floevy
bi, - 90
= 4-90

= 360

Knickanzahl: wie in Beispiel 8.4.2.

Beipiel 8.4.11
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Gesamtes Verfahren
1. Konstruiere Netzwerk Np.
2. Berechne kostenminimalen Fluf.
3. Konstruiere orthogonale Représentation.
4. Bestimme Kantenldngen.

— kann mit Laufzeit O(]V|? - log |V]) implementiert werden.

8.5 Erweiterungen fiir beliebige Knotengrade
e Giotto (R. Tamassia, G. Di Battista, C. Batini (1988) [TBBS8S])
e Kandinski (U. FoBmeier, Kaufmann (1996) [FK96])
o AGD (G. Klau, P. Mutzel (1998) [KM98])

o .

Lt
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8.6 Planarisierungsmethode
Nutzung planarer Zeichenmethoden fiir nichtplanare Graphen.

1. Bestimme einen planaren Subgraphen Gp von G durch Entfernung moglichst weni-
ger Kanten.

2. Bette G'p planar ein.

3. Fiige entfernte Kanten unter Erzeugung moglichst weniger Kreuzungen wieder ein.
4. FErsetze alle Kreuzungen durch kiinstliche Knoten — planarer Graph G’

5. Zeichne G’ mit planarer Zeichenmethode

6. Entferne die kiinstlichen Knoten.

Planarisierungsmethode: Beispiel

(1) Bestimmung eines maximum planaren Subgraphen — Entfernung der gestrichelten
Kante

(4) Ersetzung der Kreuzung durch kiinstlichen Knoten
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zu (1):
o Greedy-Heuristik fiir G = (V, E):

F =0
foreach e € E:
if G = (V, FU{e}) planar
F:=FU{e}
Output (V, E) maximal planar

(jede neue Kante zerstort Planaritét)

e Modifikation des Planaritédtstest: Entferne ,storende” Kanten wihrend des Tests

(Jiinger, Leipert, Mutzel (1997) [JLM97])

e Optimallosung

minimiere ) . .

sodaB 3 . x. < |K|—1V Kuratowski-Subgraphen(V (K), K) von G

ze € {0,1}Vee F
via Branch and Cut (Jiinger & Mutzel (1996) [JM96))
zu (3):

e Heuristik: kiirzeste Wege in einem gewissen erweiterten dualen Graphen.

e Optimum: Mutzel & Ziegler (1999) [MZ99].
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