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Maxflow: Der Preflow-Push Algorithmus

Preflow/Excess
1. Ein Preflow ist eine Funktion x : E — IR{(J{ mit
a) 0 < x45 < wyj

D) 2_(3,))eE Xji — L (ik)eE Xik = O

2. e(1) = 2_(5,1)cE %ji — 2_i,k)eE Xik
heiRt Uberschuss oder Excess des Knotens i.

3. Ein Knoteni € V \ {s,t} mit e(i) > 0 ist aktiv.



Maxflow: Der Preflow-Push Algorithmus

Distanz-Funktion
Sei x ein Preflow und G(x) das entsprechende Restnetzwerk.

Die Funktion d : V — N ist eine Distanz-Funktion, wenn
1.d(t) =0
2. d(i) < d(j) + 1 far alle Kanten (1,j) in G(x).

Eigenschaften
- d(i) ist untere Schranke fir exakte Distanz dist(i, t)
- d = 0 (Nullfunktion) ist eine gultige Distanzfunktion

Eine Kante (i,j) ist admissable, wenn
d(i) =d@G) + 1



Der generische Preflow-Push Algorithmus

// Initialisierung

1. foralli € V do

2. d(i) « 0;
3. e(i) «0;
4. od

5. forall (i,j) € E do
6. Xij — O;
7. od




// saturiere alle aus s ausgehenden Kanten
5.forall j € V mit (s,j) € Edo

6. Xg ¢ Ugj;

7. e(j) & e(j) + xj;

8. od

9.d(s) « n; //und hebe s auf Level n

// Haupt-Schleife

9. while es existiert ein aktiver Knoten do
10. wahle einen solchen Knoten i;
11. PUSH/RELABEL(i)
12. od



PUSH/RELABEL

1. PUSH/RELABEL(i)
2. if 1 hat eine ausgehende admissible edge (i,j) in G(x) then // push
3. wahle eine solche Kante (1,j);
O «— min{ e(i),rij b
X{j € Xij + 9;
e(i) « e(1) — §;
e(j) « e(j) +&;
8. else // relabel
9. d(i) « min{d(j)| (i,j)in G(x)} + 1;
10. fi

N o s



Wir unterscheiden 2 Arten von Push-Operationen

1. Saturierende Push-Operationen
6(1) >= T4

Der Excess im Knoten 1i ist mindestens so hoch wie die Restkapazitat.
Nach dem Push ist die Kante saturiert (ri; = 0).

2. Nicht-saturierende Push-Operationen
6(1) < T4

Der Excess reicht nicht aus, um die Kante zu saturieren.
Nach dem Pushiste(i) =0 (d.h. iist nicht mehr aktiv).



Lemma 1
Falls e(i) > 0 (d.h. i ist aktiv), dann exisitiert ein Pfad von i nach s in G(x).

Beweis:

Ubung



Lemma 2
Fir alle Knoten i € V gilt d(1) < 2n.

Beweis:

Wenn ein Knoten 1 relabeled wird, gilt e(i) > 0.

Nach Lemma 1 existiert dann ein Pfad von i nach s in G(x).

Ein solcher Pfad P hat maximal Lange n — 1 (das qilt flr jeden Pfad).

Dann gilt:
d(s) =nund d(u) < d(v) + 1 flr jede Kante (u,v) auf dem Pfad P.

Daraus folgt: d(i) < d(s) + |P| < 2n.



Lemma 3
FUr jeden einzelnen Knoten i werden maximal 2n Relabel-Operationen durch-

gefuhrt.

Beweis:

Bei jeder Relabel-Operation fur i erhdht sich d(i) um mindestens 1.

Dann folgt aus Lemma 2, dass jedes Dist-Label d(i) h6chstens 2n mal erhoht
wird, d.h. jeder einzelne Knoten i wird maximal 2n mal relabeled.
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Lemma 4
Es werden insgesamt maximal 2n? Relabel-Operationen durchgefiihrt.

Beweis:
Nach Lemma 2 wird jeder Knoten maximal 2n mal relabeled.
Also ist die Gesamtzahl aller Relabel-Operationen héchstens 2n?.
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Lemma 5
Es werden maximal nm saturierende Push-Operationen durchgeflnhrt.

Beweis:

Zwischen jeweils 2 aufeinanderfolgenden saturierenden Push-Operationen Uber
eine Kante (i,j) muss das Distanz-Label d(i) des Knotens i um mindestens 2
erhoht worden sein.

Warum ? — Ubung

Da (nach Lemma 2) d(i) < 2n kann jede einzelne Kante (i,j) maximal n mal
saturiert werden.

Daraus folgt das Lemma.
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Lemma 6
Es werden maximal O(n?m) nicht-saturierende Push-Operationen durchge-
fahrt.

Beweis:

Wir verwenden eine Potentialfunktion ©.

Sei I die Menge der aktiven Knoten d.h. e(i) > O far alle i € 1.

Dann definiere ® = } ;; d(i) (Summe aller Distanz-Labels von aktiven Knoten).
Da |I| < nund d(i) < 2n gilt immer: ® < 2n?.

1. Am Anfang gilt: ® < 2n?

2. Bei Termination des Algorithmus gilt ® = 0, da dann I = 0.
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Bei einer PUSH/RELABEL(i) Operation kann man 2 Falle unterscheiden:

Fall 1:
Es gibt keine aus i ausgehende admissible Edge in G(x)

Dann wird das Distanz-Label d(i) um ein € > 1 erhhoht.

Diese Operation erhoht also ® um hochstens e.
wieso hochstens ?.

Insgesamt kann das Distanz-Label eines Knotens um maximal 2n erhoht wer-
den. Damit betragt die maximale Erh6hung von ® aufgrund von Relabel-Operationen

hochstens sn?.
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Fall 2:
Es gibt eine aus i ausgehende admissible Edge in G(x).

Der Algorithmus flhrt also eine PUSH-Operation Gber diese Kante (i,j) aus.
Diese kann saturierend oder nicht-saturierend sein.

Fall 2.1: Eine saturierende PUSH-Operation
kdnnte die Anzahl der aktiven Knoten um 1 erh6hen (warum ?);

In diesem Fall erhdht sich das Potential ® um d(j) < 2n. Also ist der Gesamtbei-
trag aller saturierenden Push-Operationen zu ® maximal 2nm, da insgesamt
hochstens nm saturierende Pushes ausgefihrt werden (Lemma 5).
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Fall 2.1: Eine nicht-saturierende PUSH-Operation
Behauptung: Eine solche Operation vermindert ® um mindestens 1.

Beweis:
Nach einem nicht-saturierenden Push ist i nicht mehr aktiv (warum ?) Dies ver-
mindert ® um d(i).

Falls j vor der Operation nicht aktiv war (d.h. e(j) = 0) wird ® gleichzeitig um
d(j) = d(i) — 1 ((i,j) admissible) ernoht.

Damit vermindert also eine nicht-saturierende Push-Operation das Potential ©
um mindestens 1.
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Zusammenfassung
1. Der Anfangswert von @ ist hdchstens 2n? und am Ende ist ® = 0.

3. Die maximal mogliche Erhohung von © betragt

2n? (Fall 1) + 2n’m (Fall 2.1)

4. Jede nicht-saturierende Push-Operation (2.2) vermindert ® um mindestens 1.

Daraus folgt, dass der Algorithmus maximal
2n? +2n? 4+ 2nfm = O(nzm)
nicht-saturierende Push-Operationen ausfihren kann.
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Satz:
Der generische Prefow-Push Algorithmus hat Laufzeit O(n? - m)

Beweis:
Die Laufzeit wird dominiert von den Kosten der nicht-saturierenden Push-Operationen,
diese betragen ®(n? - m) (Lemma 6).

Bemerkungen:
1. Die Laufzeit ist streng polynomiell.

2. Dieser generische Algorithmus hat Spielraume flr Variationen
(Auswahl des aktiven Knotens und einer admissible Edge beim Push).

3. Dies fuhrt zu effizienteren Versionen.
— nachste Vorlesung
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