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1 Berechenbarkeitstheorie

1.1 Intuitiver Berechenbarkeitsbegriff und Churchsche The-
se

e Es gibt eine intuitive Vorstellung, welche Funktionen (auf den natiirlichen
Zahlen) berechenbar sind.

o Auf Basis dieser intuitiven Vorstellung konnen allerdings keine Beweise
gefiihrt werden, dafl eine bestimmte Funktion nicht berechenbar ist.

e Deshalb ist eine formale mathematische Definition der Berechenbarkeit
notwendig.

e Der Nachweis der Nichtberechenbarkeit einer Funktion besteht dann dar-
in nachzuweisen, daf} die betrachtete Funktion nicht der Definition ent-
spricht.

e neues Problem: Begriindung, dafl die formale Definition genau den intui-
tiven Berechenbarkeitsbegriff erfafit.
Dazu 1st kein formaler Beweis fithrbar, denn der intuitive Berechenbar-
keitsbegriff ist nicht formal erfafit.

Beispiele fiir Funktionen, die intuitiv berechenbar sind:

Eine Funktion f : IN* — IN ist berechenbar, falls es einen Algo-
rithmus, also ein mechanisches Rechenverfahren (z.B. MODULA-
Programm) gibt, das f berechnet,

also bei Eingabe von (ny,...,n;) € IN* nach endlich vielen Schrit-
ten mit der Ausgabe f(ny,...,ng) stoppt.

Eine partielle Funktion f : IN®* — IV ist berechenbar, falls der Al-
gorithmus bei Eingabe von (ny,...,ng) ¢ Def(f) nicht stoppt.

1. Der Algorithmus:

INPUT(n);
REPEAT UNTIL FALSE;

“berechnet” die total undefinierte Funktion 2 : n — undef.

2. Die Funktion

1 falls n Anfangsabschnitt der
fz(n) = Dezimalbruchentwicklung von 7 ist
0 sonst
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ist berechenbar, denn es gibt ein beliebig genaues Naherungs-
verfahren fiir die Berechnung von = .

3. Ob die Funktion

1 falls n irgendwo in der Dezimalbruchentwicklung
g(n) = von 7 vorkommt
0 sonst

berechenbar ist, ist bisher unklar.

4. Die Funktion

1 falls in der Dezimalbruchentwicklung von «
irgendwo mindestens n—mal hintereinander
eine 0 vorkommt

0 sonst

h(n) =

1st berechenbar!

1.Fall: In m kommen beliebig lange 0—Folgen vor.

= h(n) =1 fiir alle n

2.Fall: In m kommen 0-Folgen der Lange ng,

aber nicht der Lange > ng + 1 vor.

= h(n) = { 1 falls n < ng
0
Es tritt entweder Fall 1 oder Fall 2 ein.

Achtung: Das Verfahren ist nicht konstruktiv;
trotzdem existiert ein Algorithmus.

sonst

Beispiel 2 zeigt, dafl f; berechenbar ist.
(Da ein Naherungsverfahren existiert.)

Auch f. ist berechenbar.

Behauptung.
Es gibt (viele) r € IR, fiir die f, nicht berechenbar ist.

Beweis.

Es gibt iiberabzihlbar viele » € IR, aber nur abzdhlbar viele Rechenverfahren:
Ein Rechenverfahren muf} sich durch einen endlichen Text beschreiben lassen
und es gibt héchstens abzdhlbar viele endliche Texte. ]
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Bemerkung
Berechenbarkeit von f,. hat nichts mit rational /irrational zu tun!

Aber es gilt: fiir alle rationalen Zahlen Q ist f, berechenbar.
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1.2 Churchsche These

Es gibt verschiedene Vorschldge, den intuitiven Berechenbarkeitsbegriff formal
zu erfassen:

Turing—Maschinen (Turing 1936)
o WHILE-Programme
o GOTO-Programme

e p-rekursive Funktionen

Interessanter Weise kann bewiesen werden, dafl alle diese Definitionen dquiva-
lent sind. Es gibt bisher keinen Vorschlag, der nicht dquivalent wire.

= | Churchsche These: |

Die durch den formalen Begriff der Turing-Berechenbarkeit (dquivalent: WHILE-
Berechenbarkeit, GOTO-Berechenbarkeit, yu —Rekursivitdt) erfafte Klasse von
Funktionen stimmt genau mat der Klasse der intuitiv berechenbaren Funktionen
tiberein.

Die Churchsche These ist nicht beweisbar, da der intuitive Begriff der Berechen-
barkeit nicht formal faBbar ist.
Sie ist allgemein akzeptiert.

Man kann auf Basis der Churchschen These zeigen, dafl bestimmte Funktio-
nen nicht berechenbar sind, indem man lediglich zeigt, dafl keine TM zu ihrer
Berechnung existieren kann.
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1.3 Turing—Berechenbarkeit

Turings Vorschlag war, den Berechenbarkeitsbegriff mit Hilfe einer sehr einfa-
chen Rechenmaschine (heute Turing—Maschine genannt) zu erfassen.

Blank

l unendliches Band
REERERENNNEEE
§ Lesef/’Schreibkopf

Bandinschrift

endliches Gedéchtnis
(Kontrolleinheit)

Definition.
Eine (Nichtdeterministische) Turingmaschine (kurz TM ) ist ein 7-Tupel

M= (Qa Ea Fa(sa q0, Da E)
mit
@ endliche Menge von “Zustdnden”

¥ endliche Menge von “Eingabesymbolen” (Eingabealphabet)
I' O X endliche Menge von “Bandsymbolen” (Arbeitsalphabet)

0:Q xT — @ xT x {L RN} “deterministische”

Uberfiihrungsfunkti
d:QxT — 9@x AL RN} et deterministische” } criufirungstanition

go € @ “Startzustand”
OeTl — X% “Blank” (leeres Bandsymbol)
E C @ endliche Menge von “Endzusténden”

Informal bedeutet
5(q,a) = (¢',b,m) bzw. d(q,a) 3 (¢',b,m)

folgendes:

Befindet sich M in Zustand ¢ und liest Bandsymbol a (unter Lese-/Schreibkopt),
so geht M im néchsten Schritt in Zustand ¢ tiber, tiberschreibt a durch & und
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fithrt Kopfbewegung m € {L(inks), R(echts), N (ichts)} aus.

Definition.
Eine Konfiguration einer TM M ist ein Wort k € I'"QI'™

Konfigarationen sind “Momentaufnahmen” von M:
k = aqp bedeutet:

«f3 ist der nichtleere (bzw. besuchte) Teil der Bandinschrift.
q ist der Zustand der TM .
Das erste Zeichen von § ist das Zentrum des Lese-/Schreibkopfes.

Startkonfiguration bei Eingabe w € X* : gqow

Oo...00p0...0
4

w steht auf dem Band
Der Lese-/Schreibkopf steht auf dem ersten Symbol von w
M ist in Zustand ¢q

Formale Beschreibung der Arbeit einer TM

Definition.
Beschreibe die Relation = auf der Menge der Konfigurationen von M:
ai...amq'chy.. . by, falls (¢/,¢, N) € §(¢, 1) m>0,n > 1
ai...ameq'bs. . by falls (¢’,¢, R) € d(q,b1) m > 0,n > 2
ai...amqby ... b, aj...am-1q¢'ameba .. b, falls (¢',c, L) € d(q,b1) m>1,n>1
ai...am0q'c falls (¢’,¢,R) € d(q,b1) und n =1
q'Ocby ... b, falls (¢',¢,L) € 6(¢,b1) und m =0

F* bezeichne den transitiven Abschlufl von +

Beispiel.
Eine TM | die die Eingabe w € ¥* als Binarzahl interpretiert und 1 hinzuaddiert:

M = ({q0a q1, 42, qe}a {Oa 1}a {Oa 1a D}a(sa q0, Da {(]e})

mit
6(Q0a0) = (QOaOaR)
6(Q0a 1) = (q0a 1a R)
6(Q0aD) = (qlaDaL)

6(q1,0) = (g2, 1, L)
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6(Q1a1) = (qlaOaL)
6(Q1aD) = (qealaN)
6(Q2a0) = (anOaL)
6(Q2a1) = (anlaL)
6(Q2a D) = (qea Da R)
Beispiel.
w=101

qo = 1go01 = 10go1 F 101¢e0 F 1010 F 14,000 F ¢21100 - ¢,01100 F Og.110

Definition.
Eine Funktion f : IN* — IN heifit Turing-berechenbar, falls es eine (determini-
stische) TM M gibt, so daB fiir alle ny, ..., ng, m e IV gilt:

f(ni,...,nK) =m
<~
qobin(ny)#bin(ng)# .. . Fbin(ng) F* gcbin(m)
wobel ¢, € F.

(bin(n) bezeichnet die Binardarstellung von n € IN ohne fiihrende Nullen)

Definition.
Eine Funktion f : X* — X heifit Turing-berechenbar, falls es eine (deterministi-
sche) TM M gibt, so daf fiir alle z,y € * gilt:

fle) =y
<~
qox " qey
wobel ¢, € F.

Damit ist ausgedriickt, daff im Falle f(z) = undef. M in eine unendliche Schlei-
fe geht.
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Beispiel.

1. f:n — n+41ist Turing—berechenbar.
Das Beispiel tiberfithrt bin(n) in bin(n + 1)

2. die iiberall nichtdefinierte Funktion ist Turing—berechenbar;
z.B.: durch eine TM mit

(g0, a) = (g0, a, R) fiir alle a € T

3. Typ 0- (semientscheidbare) Sprachen sind berechenbar.

Mehrband—-TM:

Die Lese-/Schreibkopfe konnen sich unabhingig voneinander bewegen.
§:QxTk —~QxTFx{L RN}

Satz.

Zu jeder Mehrband-TM M gibt es eine 1-Band TM M' die dieselbe Funktion

berechnet wie M.

Beweis.
Sei k die Anzahl der Bander, I' Arbeitsalphabet von M.

Idee:



1 BERECHENBARKEITSTHEORIE

| Blar]az|as]asfas[asaz]asfas]B | -

SO AAREEBES

| Bleferfeafeafesfeoferes|es [T ] -

wird simuliert durch:

a2

as

a4

as

(¢35

ar

as

ag

C3

Cq

[62:3

Ce

c7

c8

Co

Formal

"= (Tu{x})*

M’ simuliert M wie folgt:

Gestartet mit Eingabe 1, ..
konfiguration von M in Spuren—Darstellung.

10

&y € T erzeugt M’ die Darstellung der Start-
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M’ simuliert jeweils einen Schritt von M durch mehrere Schritte:
M’ positioniert den Lese-/Schreibkopf links von allen x—Markierungen.
M’ geht nach rechts bis alle & Markierungen uberschritten sind und
“weifl” nun worauf die d—Funktion von M anzuwenden ist.
M’  geht in den entsprechenden Zustand iiber.
(denn Q'] > |Q x T*|)

Man kann in Zukunft einfach eine Mehrbandmaschine angeben, und wissen, daf}
diese durch eine 1-Band Maschine simuliert werden kann.

e Sei M eine 1-Band TM .

M k);i<n

bezeichne die k—-Band TM , die aus M dadurch entsteht, dafl alle Aktionen
auf Band ¢ ablaufen.

Beispiel.

M :6(q,a) = (¢',b,y) , y € {L, R, N} entspreche den Ubergang in M’
6/(q,61,62,a,63,64) = (q/aclaCZabac3ac4aNa Na Y, Na N)

falls & unwichtig ist, dann schreibe lediglich M () statt M (i, k).

e “Hintereinanderschaltung” von TM :

Seien M; = (Q;,%,14,6;,¢;,0,F;) ; i=1,2; @1NQ2=10
start — M; — My — stop

bzw.
My Mo

bezeichnet die TM :

M = (QlUQZaEaFIUFZa(saQMDaFZ)
6:61U62U{(qeaaaq2aaaN):quFla aEFl)
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Beispiel.

start

|

“Band:=Band-+1”

|

“Band:=Band-+1”

|

“Band:=Band+1” — stop

bezeichnet die TM | die 3 hinzuaddiert.

start M e My stop

lfJeQ

My

|

stop

bezeichnet die TM | die im Endzustand ¢., M; startet und im Endzu-
stand g., M

e Betrachte: Die TM “Band=07":

@ = {490, q1,ja,nein} qo Startzustand
d(qo,a) = (nein,a,N) fir a # O
6(90,0) = (¢1,0,R)
d(q1,a) = (nein,a,L) fir a# 0
6(Q1aD) = (jaaDaL)

Schreibe “Band 1=07" anstelle von “Band=07"
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e “WHILE Band i£0 DO M”

start

b
Band i=07? — stop
lnein

M

13



1 BERECHENBARKEITSTHEORIE

1.4 LOOP-, WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit

Die einfache Programmiersprache LOOP:

Variablen: zg, @1,. ..

Konstanten: 0, 1, 2,...

Trennsymbole: ;, :=

e Operationszeichen: +, -

Schliisselworter: LOOP, DO, END

Induktive Definition der Syntax von LOOP:

o Wertzuweisung

ri=z;+c
x; :=x; —c, ¢ Konstante

ist ein LOOP-Programm
e Sind P, P, LOOP-Programme, dann auch P;; P»
e Ist P ein LOOP-Programm, z; Variable, dann auch
LOOP z; DO P END;

Semantik der LOOP-Programme:

Soll ein LOOP-Programm eine k—stellige Funktion berechnen, und ist (nq, . ..

das Argument, dann gilt:

n; ¢ <k (Startsituation)
Ty =
0 sonst

Die Wertzuweisung wird wie iiblich interpretiert:
Ti=x;+c.

Bei
Ly :=&; —C

modifizierte Substitution

z;—c c<ux
r; = -
! 0 sonst

14

ank)
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Py; P> wird so interpretiert, dal zuerst P; und dann P» ausgefiihrt wird.

LOOP z; DO P END wird so interpretiert, dafl P sooft ausgefiihrt wird, wie
der Wert der Variable z; zu Beginn angibt.

Das Resultat ergibt sich als Wert von zg.

Definition.
Eine Funktion f : IN¥ — IN heiBt LOOP-berechenbar, falls es ein LOOP-
Programm P gibt, das gestartet mit ny, ..., ng in den Variablen zq, ..., z; mit

dem Wert f(ny,...,ng) in # stoppt.

Bemerkung
Alle LOOP-berechenbaren Funktionen sind total definiert.

o IF z =0 THEN A END
kann simuliert werden durch

y =1
LOOP z DO y := 0 END;
LOOP y DO A END

Beispiel.
e Die Addition “xq := 21 + 25”7 ist LOOP—berechenbar:

Lo ‘= &1,

LOOP x4, DO xy := 29+ 1 END

mit Verallgemeinerung auf “zo := x; + ;7

e Die Multiplikation “zg := x1 * x5” ist LOOP-berechenbar:

xg := 0;

LOOP x4 DO xy := 29 + 21 END

Man kann auch DIV, MOD durch LOOP-Programme beschreiben
~ x:=(y DIV z) + (x MOD 5) * z

Erweiterung der LOOP-Programme durch die WHILE-Schleife
Ergebnis: WHILE-Programme:
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e Ist P ein WHILE-Programm, x; Variable, dann ist auch
WHILE z #0 DO P END;
ein WHILE-Programm.

Semantik.
P wird solange ausgefiihrt, wie z; £0 gilt.

Man kommt in WHILE-Programmen ohne LOOP aus:
LOOP z DO P END;
wird simuliert durch

y =

WHILE y # 0 DO y :=y — 1; P END;

Definition.
Eine Funktion f : IN¥ — IN heifit WHILE-berechenbar, falls es ein WHILE-
Programm P gibt, das gestartet mit ny,...,n; in 1, ..., 25 (0 sonst) mit dem

Wert f(n1,...,nx) in g stoppt.
Sonst stoppt P nicht.

Satz.
TM kénnen WHILE-Programme simulieren.
D.h. jede WHILE-berechenbare Funktion ist auch TM —berechenbar.

Beweis.

Man kann die Wertzuweisungen, Sequenzen und WHILE-Schleifen mit einer
Mehrband TM simulieren.

(Wobei das i-te Band der é-ten Variablen (binér) entspricht.)

Man kann eine Mehrband TM mit einer 1-Band TM simulieren. [ |

Beweis der Umkehrung:
Betrachte GOTO-Programme.

GOTO-Programme bestehen aus Folgen von markierten Anweisungen
My Ay My Ag s oo My @ Ag
Als Anweisungen sind zugelassen:
Wertzuweisungen: x; := x; £ ¢

unbedingter Sprung: GOTO M;
bedingter Sprung: IF x;=c THEN GOTO M;
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Stopanweisung: HALT

Vereinbarung: Marken von nicht angesprungen Anweisungen werden weggelas-
sen.
Die Semantik ist klar.

Definition.
Eine Funktion f : IN* — IN heiit GOTO-berechenbar, falls es ein GOTO-
Programm P gibt, das gestartet mit ny,...,n; in 1, ..., 25 (0 sonst) mit dem

Wert f(n1,...,nx) in g stoppt.
Sonst stoppt P nicht.

Satz.
Jedes WHILE—-Programm kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.

Beweis.

WHILE z; 20 DO P END
kann simuliert werden durch

My IF z; = 0 THEN GOTO Ms;
P
Mzi | |

Korollar
Jede WHILE-berechenbare Funktion ist GOTO-berechenbar.

Satz.
Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm (mit nur einer
WHILE-Schleife) simuliert werden.

Beweis.
Gegeben seil ein GOTO-Programm

My Ay, My As s oo My @ Ay
wird simuliert durch folgendes WHILE-Programm mit nur einer WHILE—-Schleife:

count:=1;

WHILE count # 0 DO
IF count = 1 THEN A} END;
IF count = 2 THEN A/, END;
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IF count = k THEN Aj END;

END
wobel
x; = x; £ ¢; count := count + 1 falls A; = x; £ ¢
count .= n falls A; = GOTO M,,
A; = IF z; = ¢ THEN count := n ELSE
count := count +1 END falls A; = THEN GOTO M,
count := 0 falls A, = HALT
| ]
Korollar

Eine Funktion f : IN* — IV ist GOTO-berechenbar, falls f WHILE-berechenbar

1st.

Satz.(Kleenesche Normalformsatz fir WHILE-Programme)
Jede WHILE-berechenbare Funktion f : IN* — IN kann durch ein WHILE-
Programm mit nur einer WHILE-Schleife berechnet werden.

Beweis.

Sei P ein beliebiges WHILE-Programm fiir f.

P wird simuliert durch das GOTO-Programm P’.

P’ wird simuliert durch das WHILE-Programm P’ mit nur einer WHILE-
Schleife. ]

Bisher ist gezeigt worden:

GOTO WHILE ——— ™

LOOP

Satz.
GOTO-Programme kinnen TM simulieren.

Beweis.

Sei M = (@,%,T,6,¢1,0, F) eine TM die f berechnet.
Das simulierende GOTO-Programm hat folgende Gestalt:
M1 ZAl ; MQZAQ ; M31A3
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wobel:

P, . transformiert die gegebenen Anfangswerte in Bindrdarstellung und

erzeugt eine Darstellung der Starkonfiguration von M in die Variablen z,y, z.
Py @ simuliert die Rechnung von M Schritt-fiir-Schritt durch

Verdanderung der Variablenwerte z, y, z.
Ps . erzeugt aus der kodierten Form der Endkonfiguration in z,y, z die

eigentliche Ausgabe in der Ausgabevariable z.

Bemerkung
Py, Ps hidngen nicht von M ab, lediglich von P».

Kodierung:
Sei

Q:{qla"'aqk}
I'={a,...,am}, b>#T

Kodierung der TM —Konfiguration:
iy - QL QG - Qg
durch die folgenden Werte von z,y, z:

)

)b

(i ...
(]q]l
l

N e oy
Il

GOTO-Programmstiick My : Py :

Ms: a =y MOD b&;
IF (z = 1) AND (a = 1) THEN GOTO My,
IF (z = 1) AND (a = 2) THEN GOTO M,

IF (2 = k) AND (a = m) THEN GOTO My,
Mi1:®

GOTO M,
Mo ®

GOTO M,

Mim: ®
GOTO M,

wobel ® bedeutet:
Man nimmt das Programmstiick das mit M;; markiert ist

Sei d(¢i, a;) = (g5, a;, L)
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und simuliert den Ubergang durch:

=1

=y DIV b;
=bxy+
=bxy+ (x MOD b);
=z DIV b;

T e e e w

ist ¢; Endzustand, kann man
fir @ GOTO M3 setzen.

Der Rest 1st klar.

Korollar
Eine Funktion ist
TM —berechenbar < GOTO-berechenbar < WHILE-berechenbar

20
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1.5 Primitiv rekursive und p—rekursive Funktionen

Ein weiterer, sehr frither Ansatz zur Erfassung des Berechenbarkeitsbegriffs:

Definition.
Die Klasse der primitiv rekursiven Funktionen ist induktiv wie folgt definiert:

1. Alle konstanten Funktionen sind primitiv rekursiv.

2. Projektionsabbildungen sind primitiv rekursiv, d.h.

pri - INF — IN
Pri(n1,~~~,nk) =ny

3. Die Nachfolgerfunktion ist primitiv rekursiv, d.h.

st INF — IN
1—14+1
4. Jede Funktion, die durch Einsetzung (Komposition) aus primitiv rekursi-

ven Funktionen entsteht ist primitiv rekursiv.

5. Jede Funktion, die durch primitive Rekursion aus primitiv rekursiven
Funktionen entsteht, ist primitiv rekursiv.

Schema der primitiven Rekursion:
Seinen g, h primitiv rekursive Funktionen
Dann ist

f0,0) = g(a)
fln+1,0) = h(n, f(n o), a)

primitiv rekursiv.

Beispiel.
1. Addition:
add : IN? — IN mit add(z,y) = = + y.
Es gilt:
add(0,2) = = (Projektion)
addin+1,2) = s(pri(add(n,z),n))

(s Nachfolgerfunktion; pr; Projektion auf die 1. Komponente)
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2. Multiplikation:
mult : IN? — IN mit mult(z,y) = ry.
Es gilt:
mult(0, x) 0
mult(n + 1,2) = add(mult(n,z),x)

e primitiv rekursive Funktionen sind offenbar berechenbar.

Die Basisfunktionen sind berechenbar.
Das Einsetzungsschema ist berechenbar.
Das primitive Rekursionsschema ist berechenbar.

o Primitiv rekursive Funktionen sind total berechenbar.
e Achtung: Es gilt nicht:

primitiv rekursiv = total und berechenbar.

Satz.
Die Klasse der primativ rekursiven Funktionen stimmt mit der Klasse der LOOP-
berechenbaren Funktionen tberein.

Beweisidee
Es gelten folgende Korrespondenzen:

Wertzuweisung | Basisfunktion
P; Q Komposition
LOOP-Schleife | primitive Rekursion

Erweiterung der Klasse der primitiv rekursiven Funktionen mit Hilfe des p—
Operators:

Definition.

Sei f: Nt — IV

Durch Anwendung des g—Operators entsteht aus f die Funktion g : INF — IV
mit

g(xl,...,xk):min{ n: f(n,z1,...,25) = 0und fir alle m < n ist f(m,zq,...

mit min § = undefiniert.

Durch die Anwendung des p—Operators konnen partielle Funktionen entstehen.

zy) def. }
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Beispiel.

Sei f(x,y) =1
Dann entsteht durch die Anwendung des p—Operators die vollstindig undefi-
nierte Funktion Q.

Defintion

Die Klasse der p—rekursiven Funktionen ist die kleinste Klasse von Funktionen,
die die Basisfunktionen (konstante Funktionen, Projektionen, Nachfolgerfunk-
tion) enthélt und abgeschlossen ist bzgl. der primitiven Rekursion und der An-
wendung des p—Operators.

Satz.
Die Klasse der p—rekursiven Funktionen stimmt genau mit der Klasse der WHILFE-
(GOTO-, TM -) berechenbaren Funktionen tberein.

ohne Bewels

e Im dem Beweis zum obigen Satz werden WHILE-Schleifen durch Anwen-
dung des p—Operators simuliert.

= Kleene’sche Normalformtheorem fiir WHILE-Programme

Satz. (Kleene)
Fiir jede n-stellige pi—rekursive Funktion f gibt es zwei n + 1 stellige, primitiv
rekursive Funktionen p und q, so daf$ sich [ darstellen ldfit als

f(xla"'axn) :p(l‘1,...,l‘n,ﬂq(l‘1,...,l‘n))~
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1.6 Die Ackermann—Funktion

Ackermann gab 1925 eine Funktion an, die intuitiv berechenbar (also WHILE-
berechenbar), jedoch nicht primitiv rekursiv (also LOOP-berechenbar) ist.

ack(0,y) = y+1
ack(z,0) = ack(x—1,1)
ack(z,y) = ack(z—1,ack(z,y—1))
z.B.:
ack(z,y) = ack(e—1,ack(z—1,...ack(x —1,1)..))

y—mal

Betrachte eine ahnlich definierte Funktion a:

a(0,y) = a(z,0)=1
a(l,y) = 3y+1
a(z,y) = alz—1l,a(z—=1,...a(x—1,9)...)

y—mal

e a ist total definiert (vollstdndige Induktion)

MODULA-Prozedur fiir die berechnung von a:

PROCEDURE «a(z, y:CARDINAL):CARDINAL;
VAR ¢,s : CARDINAL;
BEGIN
IF (z = 0) OR (y = 0) THEN RETURN 1
ELSIF =1 THEN RETURN 3%y + 1
ELSE s .=y
FOR i:=1TO y DO
s=a(x—1,s)
END:
RETURN s
END:
END a;

a ist nicht LOOP-berechenbar, denn
Sei P ein LOOP—Programm.

Ordne P die Funktion fp : IN — IV zu:
Seien zg, ..., 2z, alle in P vorkommenden Variable.
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n; sel der Startwert von x;.
n} sei der Endwert von x; nach Ablauf von P.

fp(n) = max{S{_oni | Si_gni <n}

(grofitmogliche Summe aller Variablenendwerte, falls P mit dem Startwert der
Summe < n gestartet wird.)

Lemma
Fiir jedes LOOP-Programm P gibt es eine Konstante & mit
fr(n) < a(k,n) fir alle n > k.

Beweis.
Induktion Giber den Aufbau von P

e Habe P die Form z; == z; £ ¢:
= fr(n) < n4+n+ec=2n+c
= fr(n) < 3n+1=a(l,n)<a(k,n)firallek>1, n>c
Waihle k:=c+1.

e Habe P die Form P;; Ps:

Nach Vorraussetzung gibt es k1, ko mit

fr, < a(ky,n)
fr, < a(kq,n) fir allen > max{ki, ka2}

Setze ks := max{ky, ka}

Es gilt:

fp(n) fp,(fp.(n))

fp,(a(ki,n))

a(ks, a(ky, n))

a(ks, a(ks, n))
a(ks,a(ks,...a(ks,n)...)) fallsn > 2

(VAN VANRVARR VAN VAN

n—mal

alks + 1,n)
Wahle k :=max{ks, 2}

e Habe P die Form LOOP z; DO P’ END:

Nach Induktionvorraussetzung gibt es ein k' mit
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o < a(k',n) fir alle n > &/

Es gilt:
Je(n) = Jp(p(...fp(n)..))

n;,—mal
< a(k,a((K,...a(k,n)..))
n;,—mal

a(k'ya(k',...a(k’,n)...))

IN

n—mal
= a(k' +1,n)
wahle k.= k" + 1

Satz.
Die Ackermann—Funktion a ist nicht LOOP-berechenbar.

Beweis.
Annahme: a ist LOOP-berechenbar

= g(n) := a(n, n) ist LOOP-berechenbar

Sei P ein LOOP-Programm fiir ¢

= g(n) < fp(n)

wahle k in P mit: fp(n) < a(k,n)

Fir n = k gilt:

glk) < fp(k) < a(k, k) = g(k) (Widerspruch) [ ]

e « 1st auch formal berechenbar.
WHILE-Programm fiir a:

Zunichst Angabe eines Programmes zur Berechnung von a, daff mit den
Stackoperationen PUSH und POP operiert:

INPUT(x, y);
INIT (stack);
PUSH(z, stack);
PUSH(y, stack);
WHILE size(stack
y :=POP(stack);
x _POP(stack
P (e=0)0

41 DO

bl

A\_/\_/\_/

= 0) THEN PUSH(1, stack);
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ELSIF # = 1 THEN PUSH(3 * y + 1, stack);
ELSE LOOP y DO PUSH(k — 1, stack) END;
PUSH(y, stack)

END:
result :=POP(stack);
OUTPUT (result);

Man kann die einzelnen Stackoperationen durch WHILE-Programme si-
mulieren:

Betrachte: ¢ : IN — IN mit ¢(z,y) := 2°TY + 2
¢ ist WHILE berechenbar und injektiv;
Beispiel: Werte fiir c:

L Joft[2[3]4]
0 316 1120
] 5 [ 10| 19 | 36
249 | 18] 3 | 68
518 [17 |34 67 | 132
4 [[16 [ 33 | 66 | 131 | 260

Man benutzt ¢ zur Kodierung von Paaren.
Man kann aus ¢(#,y) = n das Paar (z,y) zuriickgewinnen:

Sei k max. mit 2% < n
= x:=n-2F

y.=k—x
Definiere:
[ x fallsnee(N?) [y fallsn € c(IN?)
c1(n) = { 0 sonst ea(n) = 0 sonst

¢1, ¢3 sind WHILE- (sogar LOOP-) berechenbar.

Nun zur Simulation des Stacks durch ein WHILE-Programm:
Sei (ny,...,nx) der Inhalt des Stacks,
ny das Head—Element.

Kodierung von (ny, ..., n;) mit Hilfe von c:
n:=c(nl,c(n2,...,c(ng,0)..)
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INIT (stack) wird simuliert durch
PUSH(a, stack) wird simuliert durch
POP(stack) wird simuliert durch

size(stack # 1)  wird simuliert durch

Lemma
Die Ackermannfunktion ist WHILE-berechenbar.

n:=0

n = c(a,n)
result := c1(n)
n = eca(n)
RETURN result
ca(n) #0

28
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1.7 Entscheidbarkeit und Semi—Entscheidbarkeit
e Der Berechenbarkeitsbegriff betrifft Funktionen.

o Einfiithrung eines entsprechenden Begriffs fiir Sprachen.

Definition.
A C X% heiit entscheidbar, falls die charakteristische Funktion x4 : ¥* — {0, 1}

(w) = 1 fallswe A
X4 1 0 sonst

berechenbar 1st.
A C ¥* heifit semi-entscheidbar, falls die charakteristische Funktion x/y : ¥* —

{0, 1}

Xa undefiniert sonst

/(w):{l falls w € A

berechenbar 1st.

e Man kann an Stelle von A C ¥* auch A C IN betrachten.

e Das Entscheidungsproplem fiir A ist die Frage nach einem stoppenden
Algorithmus mit

—-nein

e Das Semi—Entscheidungsproplem fiir A ist die Frage nach einem Algorith-

mus mit
L ~ja
W—»
777
o
Hat der Algorithmus noch nicht gestoppt, dann ist unklar ob w € A oder
nicht.
Beispiel.

Das Entscheidungsproblem fiir die Priadikatenlogik (“Theorembeweiser”).



1 BERECHENBARKEITSTHEORIE 30

Satz.
A ist entscheidbar < sowohl A als auch A sind semi-entscheidbar.

Beweis.

(—):  klar.

(<): Sei My ein Semi-Entscheidungsverfahren fiir A.
Sei M5 ein Semi—Entscheidungsverfahren fiir A.
Erhalte ein Entscheidungsverfahren fiir A:
INPUT(x);

FOR s5:=1,2,3,...DO
IF M, bei Eingabe z in s Schritten stoppt
THEN OUTPUT(1) END;
IF M bei Eingabe = in s Schritten stoppt
THEN OUTPUT(0) END;
END

Definition.
A C I* heiit rekursiv aufzihlbar, falls A = () oder es eine totale und berechen-
bare Funktion f: IN — X* gibt mit

A={f(0),f(1),f(2),.. }
“f zahlt A auf.” (evtl. mit f(¢) = f(j) firi#j!)

Satz.
Eine Sprache ist rekursiv aufzdhlbar, genau dann wenn sie semi-entscheidbar ist.

Beweis.

(—):  Sei A rekursiv aufzihlbar mittels der Funktion f.
Erhalte ein Semi-Entscheidungsverfahren fiir A:
INPUT(x);

FOR n:=0,1,2,3,...DO
IF f(n) = « THEN OUTPUT(1) END;
END

(«): Sei A # B semi—entscheidbar mittels Algorithmus M.
Sei a € A fixiert
Definiere eine totale und berechenbare Funktion f
mit f(IV)=A mittels folgendem Algorithmus:
INPUT(n);
* Interpretiere n als Kodierung n = ¢(x, y)
mit = ¢1(n), y = ca(n)*
z = c1(n);
y := ca(n);
IF M angesetzt auf z in y Schritten stoppt
THEN OUTPUT(x) ELSE OUTPUT(a) END;
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Der Algorithmus stoppt stets und gibt nur Elemente aus A aus.

=  f 1st total und berechenbar,
fIN) C A
Noch zu zeigen: f(IN) = A, denn

Sei b € A beliebig.
= M stoppt bei Eingabe b in s Schritten.

Betrachte: n = ¢(b, s)
= f(n) = b nach Konstruktion des Algorithmus [ |

Insgesamt erhilt man:

Satz.
FEine Sprache A ist entscheidbar, genau dann wenn A und A rekursiv aufzdhlbar
sind.

Zusammenfassung:

Bisher ist die Aquivalenz der folgenden Aussagen gezeigt worden:

A 1st rekursiv aufzihlbar.

< A ist semi—entscheidbar.

< A ist vom Typ 0 (als formale Sprache).

< A= L(M) fiir eine TM M.

< x4 ist berechenbar.

< A ist Definitionsbereich einer berechenbaren Funktion.
< A ist Wertebereich einer berechenbaren Funktion.

Abschlieflende Bemerkung zum Zusammenhang
Abzahlbarkeit — rekursive Aufzdhlbarkeit

Definition.
A heiit abzdhlbar, falls A = ) oder es gibt eine totale Funktion f gibt mit

A={f(0),f(1),f(2),.. }

e A ist rekursiv aufzdhlbar, falls A durch eine totale rekursive Funktion
abzédhlbar ist.

Unterschied:
Sei A abzahlbar, A’ C A = A’ ist abzahlbar
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Beweis.
Sei A abzahlbar mittels f, a € A’ fixiert.
Betrachte:

g(n) :{ f(n) falls f(n) € A"

a sonst

g(n) zahlt A" ab, da A" = {g4(0),¢(1),...} ]

Sei A rekursiv abz#hlbar.
Es gibt Teilmengen A” C A, die nicht rekursiv abzahlbar sind.

Beweis.
spater.
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1.8 Das Halte—Problem und die Reduzierbarkeit

e Kennenlernen unentscheidbarer Probleme.
Besonders berithmt: Das Halteproplem fiir TM .
Dazu Kodierung der TM M = (@, X, T, 4, g0, 0, F) als Wort iiber {0,1}

1. Kodierung von M als Wort iiber {0,1,# }:

Sei Q@ ={q0,---,qn}
I'={ao,...ar}

Schreibe §(¢i, a;) = (gir, ajr, y)
als

w; iy = FEHbIN(D)#bin () #bin (i) #bin(j")#bin(m) mit m =

Kodierung von M durch Konkatenation aller Worte w; ; ;7 ;1 4, die zu
4 gehoren.

2. Kodierung von M durch ein Wort iiber { 0,1}:
Kodierung mit Hilfe von

0+~ 00
1—01
#— 11
w; j.ir i1y durch ein Wort iiber {0,1}

Sei My eine fixierte TM

M falls w Codewort von M 1ist
0 sonst

wE{O,l}*HMw:{
Definiton
Die folgende Sprache
K ={we {0,1}* | My angesetzt auf w hilt}

heif3t spezielles Halte—Problem.

Satz.
Das spezielle Halte—Problem ist nicht entscheidbar.

N — O

< e«

R



1 BERECHENBARKEITSTHEORIE 34

Beweis.

Annahme: K ist entscheidbar.

& g 1st berechenbar mittles TM M.
Betrachte: TM A’

start
b
Band i=07 — stop
nein

M’ stoppt, falls M 0 ausgibt.
Gibt M 1 aus, geht M’ in eine Endlos—Schleife.

Sei w' € {0,1} mit My = M

Es gilt:

M’ angesetzt auf w’ hilt.

< M angesetzt auf w’ gibt 0 aus.

< xr(w') =0 (Def. von M)

suw ek

& My = M’ hilt angesetzt auf w’ nicht.  (Widerspruch) [ |

Das Reduktionskonzept erméglicht eine “leichte” Ubertragung dieses Resultats
auf weitere Probleme:

Definition.

Seien A, B C X*

A heilt auf B reduzierbar (A < B), falls es eine totale und berechenbare Funk-
tion f: ¥* — X* gibt mit

reAs f(e)eB
fiir alle x € X*.

Lemma
(i)  Gilt A < B und ist B entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.

(il) Gilt A < B und ist B semientscheidbar, so ist auch A semientscheidbar.

Beweis.
(i) Sei A < B mittels f
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Sei xp berechenbar
< xp o f ist berechenbar
Es gilt:

wr={o Tgh = H0Es e

< x4 18t berechenbar und A ist entscheidbar
(ii) ersetze in (i) x durch x’ und 0 durch undefiniert. ]

Korollar
A < B und A 1ist nicht entscheidbar.
= B 1st nicht entscheidbar.

Beweis.
Kontraposition von (i) [ ]

Definition.
Die Sprache

H = {w#a | M, angesetzt auf = hilt}
heifit (allgemeines) Halte—Problem.

Satz.
Das Halte—Problem st nicht entscheidbar.

Beweis.

Es reicht zu zeigen: K < H

wihle f(w) = wH#w

>weK & flwyeH ]

Definiton
Die Sprache

Hy = {w | M,, angesetzt auf leeren Band hélt}
heif3t Halte—Problem auf leeren Band.

Satz.
Das Halte—Problem auf dem leeren Band Hg ist nicht entscheidbar.

Beweis.
Es reicht zu zeigen: H < Hy.
Ordne w#x folgende TM zu:
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gestartet mit leeren Band schreibt M « auf das Band, arbeitet dann
wie My, (angesetzt auf z).
Die Arbeitsweise von M gestartet mit nicht leeren Band ist unerheb-

lich.
fw#zr — Code von M.

f ist berechenbar Man kann f zu einer totalen und berechenbaren Funktion
erweitern.

Es gilt:

wH#er € H &  Myangestzt auf x halt
& M angesetzt auf leerem Band hélt
& flw#z) € Hy

Satz von Rice. |

Set R die Klasse aller TM-berechenbaren Funktionen
Set SCR, S#0,

Dann st die Sprache

C(8) :={w | die von My berechnetet Funktion liegt in S}

unentscheidbar.

Beweis.
Sel €2 € R eine tiberall undefinierte Funktion.

1. Fall: Q € S

Wegen § # R gibt es eine Funktion ¢ € R — S.
Sei @) eine TM | die g berechnet.

ordne w € {0,1} die TM M zu mit:

Angesetzt auf die Eingabe y ignoriert M diese zundchst und verhélt
sich wie M, angesetzt auf das leere Band.

Falls diese Rechnung zu Ende kommt, so verhalt sich M danach wie
@ angesetzt auf y.

Fiir die von M berechnete Funktion g gilt:

| @ falls M, auf dem leeren Band nicht stoppt
g= q sonst

Betrachte:  f: w+— Code von M
f ist total und berechenbar.
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Es gilt:
we Hy = M, stoppt angesetzt auf dem leeren Band.
= M berechnet g¢.
= die von My, berechnete Funktion liegt nicht in S.

= f(w) ¢ C(S)

w¢ Hy = M, stoppt angesetzt aul dem leeren Band nicht.
= M berechnet €.
= die von My, berechnete Funktion liegt in S.
= f(w) € C(S)

d.h.: f vermittelt eine Reduktion :
Hy < C(S)

wegen Hy unentscheidbar
= Hj unentscheidbar
= C(S8) unentscheidbar

2. Fall:
Man zeigt analog Hy < C(S) [ |

Anwendung:
Betrachte: § = {f € R | f ist konstant}
= satzvoniice C(S) = {w | My, berechnet eine konstante Funktion} ist nicht entscheidbar.

Es gibt verschiedene Klassen der “Unldsbarkeit”:
Betrachte: Das Aquivalenzproblem fiir TM :

A = {u#w | My, berechnet dieselbe Funktion wie M, }

Es gilt: )
H < A aber nicht A < H

Man kann unendlich lange Folgen von Problemen A;, A5, ... konstruieren mit

A; < Aj4q1 aber nicht A4;49 < A
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1.9 Das Postsche Korrespondenz—Problem

Definition.
Das nachfolgend beschriebene Problem heifit Postsches Korrespondenz—Problem

(PCP).

gegeben:  Eine endliche Folgen (z1,y1), ..., (zk, yx) von Wortpaaren mit
z;,y; € AT (A endliche Alphabet)

gefragt:  Gibt es eine Folge von Indizes i1, ...,i, € {1,...,k}, n > 1, mit a;,,..., ¢, = Yi,,.-.

Beispiel.
Das Postsche Korrespondenz—Problem

K = ((1,101),(10,00), (011, 11)),

also

l‘lzl 1‘2210 l‘3:011
Y1 =101 y2:00 y3211

besitzt die Losung (1,3,2,3), denn es gilt:
L1X3rolz = 101110011 = Y1Y3Yya2ys

PCP ist schwer.
z.B.: K = ((001,0),(01,011), (01, 101), (10, 001))

besitzt eine Losung, aber die kiirzeste besteht aus 66 Indizes!

PCP ist semi—entscheidbar:
Probiere alle méglichen Indexfolgen mit zunehmender Léange durch.

Satz.
Das Postsche Korrespondenz—Problem ist nicht entscheidbar.

Beweis.

Betrachte modifiziertes PCP:

MPCP
gegeben:  wie bei PCP
gefragt:  gibt es eine Lésung ¢1,...,%, mit i = 1
Lemma
MPCP < PCP
Beweis.

Sei # ein neues Symbol.
Firw=aj...am € AT sei

W= Har#as# .. HFan#

’yln7
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W= HFar#a# .. HHam
W= arffas#t .. fan#

Sei K = ((#1,y1), .., (2, yx)) die Eingabe von MPCP.
- f([{) = ((fla yl)a (x’la yl)a (x’Za yZ)a B (x’ka yk)a ($a #$))
f ist berechenbar.

f vermittelt eine Reduktion von MPCP auf PCP.

Behauptung.
K besitzt eine Losung mit i1 = 1
< f(K) besitzt irgend eine Losung.

Beweis.
(—) Besitzt K eine Losung (i1, ...,1,) mit 43 = 1,
dann ist (1,424 1,...,4, + 1,k + 2) eine Losung fiir f(K).
(<) Besitzt f(K) eine Losung (i1, ..., ),
so muf gelten:
ii= 1,0y = k+2miti; €{2,. . k+1}fir2<j<n+1
= (1,4 —1,... 4,1 — 1) ist Losung fiir K.

Zur Unentscheidbarkeit von MPCP:

Lemma

H< MPCP

Beweis.

Sei M = (Q,%,T,4, z0, 0, F) eine kodierte TM

w € X1 die Eingabe.

Suche eine allgemeine Vorschrift, die (M, w) eine Folge (x1,41), ..., (¥n, yn) zu-
ordnet mit

M angesetzt auf w stoppt < (21, 41), - .., (€n, yn) besitzt eine Losung mit i; = 1

Konstruktion von MPCP iiber dem Alphabet T'U Q U {#}.
erstes Wortpaar: (#, #qow#)

weitere Paare:
1. Kopieregeln:
(a,a) fir alle a € T U {#}
2. Uberfithrungsregeln:

(qa,q’c) falls d(q,a) = (¢',c, N)
(qa,cq’) falls d(q,a) = (¢',c, R)
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(qa,q'be) falls &(q,a) = (¢',c,L) frallebeT
(#qa,#4¢'0c) falls §(q,a) = (¢',¢c, L)
(q#.q'c#) falls 6(¢q,0)=(¢",c,N)
(q#,cq'#) falls 6(q,0)=(¢',c, R)
(bg#t,q'b#) falls d(¢,0) = (¢',c,L) fiirallebeT

3. Loschregeln:
(age, qe) und (qea, ¢c) fir allea € T, q. € F
4. Abschlufiregeln:

(qe#t#, #) fir alle q. € F

(—) TFalls M bei w stoppt gibt es eine Folge von
Konfigurationen (kg, k1, ..., k:) mit
ko = qow, k; 1st Endkonfiguration
also ky = ugev mit u,v € A%, qc € F) und k; F kg4
< Die obige Eingabe fiir das MPCP besitzt ein Losungswort

Hhotthy . #HkAERFR . Hq A

(ki, kY, ... entstehen aus k; = ug.v durch Loschung von
Nachbarsymbolen aus ¢.)

(<) Besitzt der obige MPCP eine Lésung mit ¢; = 1,
dann 148t sich eine stoppende Rechnung von M bei w ablesen.

Folgerung
PCP bleibt unentscheidbar, falls fiir das Alphabet A gilt: A = {0,1}. (“01-
PCP”)

Beweis.

Es reicht zu zeigen: PCP < 01-PCP.

Sei A das Alphabet von PCP.

Betrachte: f: A — {0,1}* mit f(a,) = d, = 01".

Setze die Abbildung f auf A* fort.

Es gilt:

(Z1,91), ..., (#n.yn) besitzt Losung < (£1,41),. .., (€n.Un) besitzt Losung. N

Bemerkung

Sei PCPj, die Variante des PCPs, deren Eingabe aus genau k& Wortpaaren be-
steht.

Es gilt:
PCPy ist unentscheidbar fiir £ > 9.
PCPy ist entscheidbar fiir £ < 2.
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offen sonst.

Folgerung
Das Halte—Problem H fiir TM ist semi—entscheidbar.

Beweis.

PCP ist semi—entscheidbar,

H <PCP.

= Beh. ]

Universelle TM : Nachobiger Folgerung gibt es eine TM U, die sich bei Eingabe
von w#«x so verhilt wie My, bei Eingabe von x. (Zunichst nur im Bezug auf
Halten, bzw. Nicht—Halten)

TM U verhilt sich wie ein TM —Interpreter
Der erste Teil programmiert die TM .
Der zweite Teil 1st die eigentliche Eingabe.

Man kann mit Hilfe des PCP—Resultats die Unentscheidbarkeit von Problemen
der Theorie der formalen Sprachen nachweisen:

Satz.

Das Schnittproblem fiir kontextfreie Sprachen (G, kontextfreie Sprachen.
Gilt: L(G1) N L(G2) = 02) ist unentscheidbar.

Beweis.

Zu zeigen: PCP < Schnittproblem

Jedem PCP K = ((x1,11),..., (2k, yx)) miissen effektiv zwei Grammatiken
(1, G zugeordnet werden,

so daf} gilt:

K besitzt eine Losung
& es gibt ein w € L(G1) N L(G2)

Idee:  Erzeugung von Folgen von z;~Wortern mit G .
Erzeugung von Folgen von y;—Wortern mit Ga.
Die Indizes der x; miissen mit denen der y; in
allen potentiellen Lésungen tibereinstimmen.

Sei Gi = ({Si}’AU{ala"'aak}apiasi) = 1a2

mit
P = {Sl — a1x1| ... |akxk} U {Sl — a151x1| ... |ak51xk}
Py = {8 —ay|. . Japyr U {52 — arSau ] |agSayx
Es gilt:

K besitzt die Losung i1, ..., 1,
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=

g o Ay A T Xjy o0 L5, =

i, o Qi@ Y5 Yio o Yi, € L(Gl)ﬂL(Gz) |
Folgerung

Das Schnittproblem fiir deterministisch kontextfreie Sprachen ist unentscheid-

bar.

Beweis.
(1, G5 aus dem Beweis des letzten Satz es sind deterministisch. [ |

Satz.
Das Aquivalenzproblem fiir kontextfreie Sprachen ist unentscheidbar.

Beweis.

Reduzierung des Schnittproblems fiir kontextfreie Sprachen auf das Aquivalenz-
problem fiir Kontextfreie Sprachen.

Nutzung von

e deterministisch kontextfreie Sprachen sind effektiv unter Komplementbil-
dung abgeschlossen.

o deterministisch kontextfreie Sprachen sind effektiv unter Vereinigung ab-

geschlossen.
Es gilt: (G, G2) Schnittproblem
=4 L(Gl) NL(Gy) =10
& L(Gy) C L(Ga)
< L(G1) C L(GY) G Grammatik des Komplements von G
= L(Gl) U L(Gz) = L(G/Z)
< L(gs) = L(G2) Gz Vereinigungsgrammatik von G und Gy
& (Gs,GY) € Aquivalenzproblem [ ]

noch offen: Das Aquivalenzproblem fiir deterministisch kontextfreie Grammati-
ken.

Folgerung
Das Aquivalenzproblem fiir folgende Probleme ist unentscheidbar:

o nichtdeterministische Kellerautomaten
¢ BNF
¢ EBNF

e Syntaxdiagramme
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e LBA

e kontextsensitive Grammatiken

o TM
Beweis.
Man kann kontextfreie Grammatiken effektiv in die genannten Probleme iiber-
setzen. |
Satz.

Das Leerheitsproblem fiir kontextsensitive Sprachen ist unentscheidbar.

Beweis.

Das Schnittproblem fiir kontextfreie Sprachen ist entscheidbar.

& (Gh, Ga) — G5 ist berechenbar, wobei

L(G3s) = L(G1) N L(G2)

Diese Abblidung vermittelt die Reduktion des Schnittproblems fiir kontextfreie
Sprachen auf das Leerheitsproblem fiir kontextsensitive Sprachen. ]



