
Übung 7: (M)PCP Reduktionen
Berechenbarkeit und Komplexitätstheorie



Aufgabe 1
K ≤ MPCP ≤ PCP

Sei P eine MPCP Instanz mit Alphabet Σ.
→ Erstelle PCP Instanz f(P ) mit Alphabet Σ ∩ {#, $}

s.d. P ∈ MPCP ⇐⇒ f(P ) ∈ PCP

Für ein Wort w = a1a2....am aus Σ+ sei

wa := #a1#a2#...#am#

wb :=

wc :=

a1#a2#...#am#

#a1#a2#...#am

P =Aus

erzeuge

((x1, y1), (x2, y2), ..., (xk, yk))

((xa
1 yc1 ), ( yc1xb

1 ), (xb
2 yc2 ), ..., (x

b
2
yc2), ($,#$)f(P ) :=



Aufgabe 1
K ≤ MPCP ≤ PCP w ∈ K ⇐⇒ f(w) ∈ MPCP

TM Liste von Tupeln⇐⇒?

z0 01 1

z0 01 1

#

#

#

#

#

#

#

#

K2

K2

K3

K3

...



Aufgabe 1
K ≤ MPCP ≤ PCP w ∈ K ⇐⇒ f(w) ∈ MPCP

TM Liste von Tupeln⇐⇒?

z0 01 1

#

#

Startwortpaar: (#,# z0w #)

#
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K ≤ MPCP ≤ PCP w ∈ K ⇐⇒ f(w) ∈ MPCP

TM Liste von Tupeln⇐⇒?

z0 01 1

#

#

Startwortpaar: (#,# z0w #)

Kopierregeln: (a, a) für alle a ∈ A ∪ {#}

#
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K ≤ MPCP ≤ PCP w ∈ K ⇐⇒ f(w) ∈ MPCP

TM Liste von Tupeln⇐⇒?

z0 01 1

#

#

Startwortpaar: (#,# z0w #)

Kopierregeln: (a, a) für alle a ∈ A ∪ {#}

Überführungsregeln: (sa, s′c) falls δ(s, a) = (s′, c,N)

z0 1

z10#



Aufgabe 1
K ≤ MPCP ≤ PCP w ∈ K ⇐⇒ f(w) ∈ MPCP

TM Liste von Tupeln⇐⇒?

z0 01 1

#

#

Startwortpaar: (#,# z0w #)

Kopierregeln: (a, a) für alle a ∈ A ∪ {#}

Überführungsregeln: (sa, s′c) falls δ(s, a) = (s′, c,N)

z0 1

z10

(sa, cs′) falls δ(s, a) = (s′, c, R)

#



Aufgabe 1
K ≤ MPCP ≤ PCP w ∈ K ⇐⇒ f(w) ∈ MPCP

TM Liste von Tupeln⇐⇒?

z0 01 1

#

#

Startwortpaar: (#,# z0w #)

Kopierregeln: (a, a) für alle a ∈ A ∪ {#}

Überführungsregeln: (sa, s′c) falls δ(s, a) = (s′, c,N)

z0 1

z1 0

(sa, cs′) falls δ(s, a) = (s′, c, R)

(bsa, s′bc) falls δ(s, a) = (s′, c, L) für alle b ∈ A

#
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z0

01 1

#

#

Startwortpaar: (#,# z0w #)

Kopierregeln: (a, a) für alle a ∈ A ∪ {#}
Überführungsregeln: (sa, s′c) falls δ(s, a) = (s′, c,N)

(sa, cs′) falls δ(s, a) = (s′, c, R)

(bsa, s′bc) falls δ(s, a) = (s′, c, L) für alle b ∈ A

#

1 0 1

z0 z0 01 1

(#sa,#s′ c) falls δ(s, a) = (s′, c, L)

# z0
# z0
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z0

01 1

#

#

Startwortpaar: (#,# z0w #)

Kopierregeln: (a, a) für alle a ∈ A ∪ {#}
Überführungsregeln: (sa, s′c) falls δ(s, a) = (s′, c,N)

(sa, cs′) falls δ(s, a) = (s′, c, R)

(bsa, s′bc) falls δ(s, a) = (s′, c, L) für alle b ∈ A

#

1 0 1

z0 z0 01 1

(#sa,#s′ c) falls δ(s, a) = (s′, c, L)

# z0
#

01 1 # ... #

#

01 1

01 1 z1 #

z1 #

01 1 zf 1 #

(s#, s′c#) falls δ(s, ) = (s′, c,N)
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z0

01 1

#

#

Startwortpaar: (#,# z0w #)

Kopierregeln: (a, a) für alle a ∈ A ∪ {#}
Überführungsregeln: (sa, s′c) falls δ(s, a) = (s′, c,N)

(sa, cs′) falls δ(s, a) = (s′, c, R)

(bsa, s′bc) falls δ(s, a) = (s′, c, L) für alle b ∈ A

#

1 0 1

z0 z0 01 1

(#sa,#s′ c) falls δ(s, a) = (s′, c, L)

# z0
#

01 1 # ... #

#

01 1

01 1 z1 #

z1 #

01 1 zf1 #

(s#, s′c#) falls δ(s, ) = (s′, c,N)

(s#, cs′#) falls δ(s, ) = (s′, c, R)
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z0

01 1

#

#

Startwortpaar: (#,# z0w #)

Kopierregeln: (a, a) für alle a ∈ A ∪ {#}
Überführungsregeln: (sa, s′c) falls δ(s, a) = (s′, c,N)

(sa, cs′) falls δ(s, a) = (s′, c, R)

(bsa, s′bc) falls δ(s, a) = (s′, c, L) für alle b ∈ A

#

1 0 1

z0 z0 01 1

(#sa,#s′ c) falls δ(s, a) = (s′, c, L)

# z0
#

01 1 # ... #

#

01 1

01 1 z1 #

z1 #

01 1zf 1 #

(s#, s′c#) falls δ(s, ) = (s′, c,N)

(s#, cs′#) falls δ(s, ) = (s′, c, R)

(bs#, s′bc#) falls δ(s, ) = (s′, c, L) für alle b ∈ A
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Startwortpaar: (#,# z0w #)

Kopierregeln: (a, a) für alle a ∈ A ∪ {#}
Überführungsregeln: (sa, s′c) falls δ(s, a) = (s′, c,N)

(sa, cs′) falls δ(s, a) = (s′, c, R)

(bsa, s′bc) falls δ(s, a) = (s′, c, L) für alle b ∈ A

(#sa,#s′ c) falls δ(s, a) = (s′, c, L)

... #

#

01 1

01 1 z1 #

z1 #

01 1zf 1 #

(s#, s′c#) falls δ(s, ) = (s′, c,N)

(s#, cs′#) falls δ(s, ) = (s′, c, R)

(bs#, s′bc#) falls δ(s, ) = (s′, c, L) für alle b ∈ A

Löschregeln:

01 1zf
01 1zf

(sfa, sf ) und (asf , sf ) für alle a ∈ A, sf ∈ F
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Startwortpaar: (#,# z0w #)

Kopierregeln: (a, a) für alle a ∈ A ∪ {#}
Überführungsregeln: (sa, s′c) falls δ(s, a) = (s′, c,N)

(sa, cs′) falls δ(s, a) = (s′, c, R)

(bsa, s′bc) falls δ(s, a) = (s′, c, L) für alle b ∈ A

(#sa,#s′ c) falls δ(s, a) = (s′, c, L)

... #

#

01 1

01 1 z1 #

z1 #

01 1zf 1 #

(s#, s′c#) falls δ(s, ) = (s′, c,N)

(s#, cs′#) falls δ(s, ) = (s′, c, R)

(bs#, s′bc#) falls δ(s, ) = (s′, c, L) für alle b ∈ A

Löschregeln:

01 1zf
01 1zf

1

1

#

#

(sfa, sf ) und (asf , sf ) für alle a ∈ A, sf ∈ F

01 1zf 1 # ...#
# #zf

Abschlussregeln:

# #

#

zf

(zf##,#)



Aufgabe 2
Gegeben: Turingmaschine M = ({z0, zf}, {0, 1}, {0, 1, }, δ, z0, , {zf})

a) MPCP Instanz, die sich aus K ≤ MPCP ergibt.

Σ = Γ ∪ Z ∪ {#} = {0, 1, , z0, zf ,#}

δ(z, w)

z0 (z0, 0, R) (z0, 1, R) (zf , 0, N)

0 1

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)
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b) Folge der Tupel für w = 101

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #
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b) Folge der Tupel für w = 101

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #
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b) Folge der Tupel für w = 101

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #

z01

1z0
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b) Folge der Tupel für w = 101

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #

z01

1z0

0

0
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b) Folge der Tupel für w = 101

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #

z01

1z0

0

0

1

1
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b) Folge der Tupel für w = 101

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #

z01

1z0

0

0

1

1
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b) Folge der Tupel für w = 101

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf1)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #

z01

1z0

0

0

1

1

#

#
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b) Folge der Tupel für w = 101

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #

z01

1z0

0

0

1

1

#

#
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b) Folge der Tupel für w = 101

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #

z01

1z0

0

0

1

1

#

# 1

1
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b) Folge der Tupel für w = 101

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #

z01

1z0

0

0

1

1

#

# 1

1z00

0z0
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b) Folge der Tupel für w = 101

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #

z01

1z0

0

0

1

1

#

# 1

1z00

0z0

1

1
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b) Folge der Tupel für w = 101

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #

z01

1z0

0

0

1

1

#

# 1

1z00

0z0

1

1
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b) Folge der Tupel für w = 101

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #

z01

1z0

0

0

1

1

#

# 1

1z00

0z0

1

1

#

#
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b) Folge der Tupel für w = 101

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #

z01

1z0

0

0

1

1

#

# 1

1z00

0z0

1

1

#

#
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b) Folge der Tupel für w = 101

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #

z01

1z0

0

0

1

1

#

# 1

1z00

0z0

1

1

#

#

1

1
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b) Folge der Tupel für w = 101

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #

z01

1z0

0

0

1

1

#

# 1

1z00

0z0

1

1

#

#

1

1

0

0
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b) Folge der Tupel für w = 101

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #

z01

1z0

0

0

1

1

#

# 1

1z00

0z0

1

1

#

#

1

1

0

0

z01

1z0
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b) Folge der Tupel für w = 101

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #

z01

1z0

0

0

1

1

#

# 1

1z00

0z0

1

1

#

#

1

1

0

0

z01

1z0
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b) Folge der Tupel für w = 101

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #

z01

1z0

0

0

1

1

#

# 1

1z00

0z0

1

1

#

#

1

1

0

0

z01

1z0

#

#
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b) Folge der Tupel für w = 101

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #

z01

1z0

0

0

1

1

#

# 1

1z00

0z0

1

1

#

#

1

1

0

0

z01

1z0

#

#
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b) Folge der Tupel für w = 101

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #

z01

1z0

0

0

1

1

#

# 1

1z00

0z0

1

1

#

#

1

1

0

0

z01

1z0

#

#

1

1
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b) Folge der Tupel für w = 101

Startwortpaar:

Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #

z01

1z0

0

0

1

1

#

# 1

1z00

0z0

1

1

#

#

1

1

0

0

z01

1z0

#

#

1

1

0
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Kopierregeln:

Überführungsregeln:

Löschregeln:

Abschlussregeln:

(#,# z0w #)

(0, 0) (1, 1) ( , ) (#,#)

(z00, 0z0) (z01, 1z0) (z0 , zf0)

(0zf , zf ) (1zf , zf ) ( zf , zf ) (zf0, zf ) (zf1, zf ) (zf , zf )

(zf##,#)

#

# z0101 #

z01

1z0

0

0

1

1

#

# 1

1z00

0z0

1

1

#

#

1

1

0

0

z01

1z0

#

#

1

1

0

0

1

1

z0
zf0

#

#

1

1

0

0

1zf
zf

...

...

0

0

#

#

1

1zf

0zf

0

0

#

#

1zf
zf

0

0

#

#

0

zf

zf #

#

zf
zf

#

#

zf##

#



Aufgabe 3
Mengen A,B,C,D ⊆ Σ∗ mit A ⊂ B ⊂ C ⊂ D,
A und C entscheidbar, B und D nicht entscheidbar.

A = ∅Setze ⇒ entscheidbar

Setze B = {(u, u) ∈ Σ∗ × Σ∗ : Mu(u) hält} ⇒ nicht entscheidbar
(spezielles Halteproblem)

Setze C = {(u, u) ∈ Σ∗ × Σ∗ : Mu ist eine TM} ⇒ entscheidbar

⇒ A ⊂ B

⇒ B ⊂ C

Setze D = {(u, v) ∈ Σ∗ × Σ∗ : Mu = Mv ⇒ nicht entscheidbar
(Äquivalaenzproblem)

⇒ C ⊂ D


