Berechenbarkeit und Komplexitatstheorie
Wintersemester 2021/2022
Aufgabenblatt 9
Abgabe: 28. Januar 2022 um 12 Uhr

Definition(en)
« Eine Cligue in einem ungerichteten Graphen G = (V,FE) ist eine Menge von Knoten

V' C V, die paarweise benachbart sind. Fiir alle u,v € V’ (mit u # v) gilt also uwv € E.
Als Grof$e der Clique bezeichnen wir die Anzahl der Knoten |V/].

k-CLIQUE (fir k € N):
— gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V, E)
— gefragt: Hat G eine Clique der Grofle k7
« CLIQUE:
— gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Zahl k € N
— gefragt: Hat G eine Clique der Grofle k7
* 2-SAT:

— gegeben: Ein Boolesche Formel F in konjunktiver Normalform mit genau 2 Litera-
len pro Klausel (d h. F ist von der Form (6171 V 5172) VAN (52’1 V 6272) RN (ém,1 \Y €m72),
wobei £; j € {x1,...,zp,"x1,..., "X }).

— gefragt: Hat F eine erfiillende Belegung?
+ FARBBARKEIT:

— gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Zahl k € N

— gefragt: Gibt es eine Funktion f:V — {1,...,k}, sodass fir alle v,u € V (mit
vu € E) gilt: f(v) # f(u)?
(Anders ausgedriickt: Kann man die Knoten des Graphen so fiarben, dass keine
benachbarten Knoten dieselbe Farbe haben?)
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Aufgabe 9.1 (2 + 2 + 2 Punkte)

a)

b)
c)

Zeichnen Sie einen Graphen mit genau 5 Knoten, der eine 3-Clique, aber keine 4-
Clique enthalt.

Zeigen Sie: k-CLIQUE € P. (Hinweis: k ist Teil der Problemdefinition.)

Zeigen Sie: CLIQUE € NP. (Hinweis: k ist Teil der Eingabe.)

Losung

a)

Hier konnte man einen K3 zeichnen um die 3-Clique abzudecken. Wenn man dann
noch zwei weitere Knoten hinzufiigt, dann hat der Graph insgesamt 5 Knoten, aber
keine 4-Clique. Formal also G = ({a,b, ¢, d, e}, {ab, ac,bc})

c
b V e (
a ®c
Sei G = (V(G), E(G)) ein Graph mit |V (G)|= n. Sei weiter H ein Teilgraph von G,
also V(H) C V(G) und E(H) = E(G)N (V(H) x V(H)). (Man nimmt also einen
Teil der Knoten aus GG weg und streicht die Kanten, die zu den wegfallenden Knoten
gehoren.) Nun gilt:
G hat eine Clique der Grofie k < 3 vollstandiger Teilgraph H von G mit |V (H)|= k.

Weiter ldsst sich in Polynomzeit priifen, ob ein Graph (hier H) vollstandig ist: Es
gibt hochstens |V (H)|*= k? viele Kanten, die man priifen muss.

AuBerdem enthélt G hochstens (Z) < n* viele k-“knotige” Teilgraphen.

Wenn man nun fiir alle k-knotigen Teilgraphen tiberpriift, ob diese vollsténdig sind,
dann ergibt sich eine Laufzeit von O(n* - k?) und da k Teil der Problemdefinition
und somit konstant ist, ist diese Laufzeit polynomiell.

Der folgende nicht-deterministische Algorithmus findet eine Clique der Grofie k in
einem Graphen:

« Falls £ > |V, lehne ab.
+ Rate Knotenmenge X C V mit | X|= k.
+ Teste fiir alle u,v € X mit u # v, ob uwv € E.

Die ersten beiden Schritte haben (je nach Definition) konstante oder hochstens li-
neare Laufzeit. Der dritte Schritt hat eine quadratische Laufzeit, da es hoéchstens
| X|2< |V|? viele Knotenpaare gibt, die getestet werden miissen. Zusammen ergibt
sich also eine polynomielle Laufzeit fiir den nicht-deterministischen Algorithmus.

Aufgabe 9.2 (5 Punkte)

Zeigen Sie: 2-SAT € P. (Es ist kein formaler Beweis gefordert. Es reicht, wenn Sie Ihre
Uberlegungen kurz skizzieren. )
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(Hinweis: Formen Sie die Klauseln zu je zwei Implikation und. Uberlegen Sie sich, was es
fiir diese Implikationen bedeutet, wenn jeweils eines der beiden Literale auf wahr gesetzt
wird und wie Sie diese Abhéngigkeit in einem Graph darstellen kénnen.)

Losung

Bei 2-SAT nutzt man aus, dass jede Klausel genau 2 Literale hat und somit ein Paar von
Implikationen beschreibt. Denn:

(xVy) =@Vy)V(rVy) > Idempotenz von V
=(—axVy) V(zV-y) > Doppelte Negation hebt sich auf
=(—z=vy)V(r<y) > Definition der Implikation

Das Belegen einer Variable (mit WAHR) innerhalb einer Implikation erzwingt eine Bele-
gung der jeweils anderen Variable. Die Idee ist es nun, dass man fiir jede Variable die
“Kette” der jeweils erzwungenen anderen Werte absucht. Wenn man eine Variable fin-
det, die im Verlauf einer solchen Kette ihre Negation erzwingt, ist die gegebene Formel
nicht erfiillbar. Hier ist es sinnvoll, gerichtete Graphen aus den Formeln zu konstruieren.
Beispiel einer erfiillbaren Formel:

¢=(zVy A(@Vz)A(yV-z)

Die erste Klausel beschreibt die beiden Implikationen (z = y) und (-y = —x). Die
zweite Klausel die beiden Implikationen (—z = z) und (—z = ). Und die dritte Klausel
beschreibt die beiden Implikationen (y = —z) und (z = —y). Der zugehérige Graph ist:

G = ({ia LY, Y, 2, _'2}7 {(xv y)? (y> _'2)7 (_'27 aj)a (ﬁxv Z)? (Za _‘y)v (_'y7 _"(E)})

Keine der drei Variablen erzwingt ihre Negation und somit ist die Formel erfiillbar. Beispiel
einer nicht-erfiillbaren Formel:

p=(xVy) Az Vy) A (—zV-y) AV -y)

Dabei ergibt sich als Graph (fast) vollstandiger Graph mit den vier Knoten {z, ~z,y, —y}.
Die einzigen Kanten, die fehlen sind die zwischen x und -z bzw. y und —y. Hier ergeben
sich Kreise, die ein Literal als auch ihre Negation enthalten.

Die Pfade in einem solchen Graphen kann man mithilfe von Tiefen- oder Breitensuche
in Polynomzeit ermitteln. Darum ist auch der gesamte Algorithmus polynomiell. Man
kann auch tber starke Zusammenhangskomponenten argumentieren: Wenn sowohl eine
Variable als auch ihre Negation sich in der selben Zusammenhangskomponente befinden,
dann ist die Formel nicht erfiillbar.

Aufgabe 9.3 (2 + 2 Punkte)

a) Zeichnen Sie einen Graphen mit genau 5 Knoten, der sich nicht mit 3 Farben farben
lasst.

b) Zeigen Sie: FARBBARKEIT € NP.

Losung

a) Hier konnte man einen K zeichnen mit einer abstehenden Kante zeichnen. Da der
Graph eine Clique der Grofle 4 besitzt, kann er nicht mit 3 Farben geférbt werden.
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X

b) Die Zugehorigkeit zu NP kann man mit einem Guess-and-Check-Algorithmus zeigen:

+ Rate eine Farbung f:V — {1,... k}

» Teste fiir alle v;,v; € V mit v;,v; € E ob f(v;) = f(v;). Falls ja, lehne ab.

« Akzeptiere.
Der erste Schritt hat konstante oder lineare Laufzeit (je nach Definition des “Ra-
tens”). Die Laufzeit des zweiten Schritts ist linear bzgl. der Kantenmenge (also auch

der Eingabe). Der dritte Schritt hat konstante Laufzeit. Man kann die geratene Folge
also in Polynomzeit tiberpriifen und damit gilt FARBBARKEIT € NP.
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