1 BERECHENBARKEITSTHEORIE 33

1.8 Das Halte—Problem und die Reduzierbarkeit

e Kennenlernen unentscheidbarer Probleme.
Besonders berithmt: Das Halteproplem fiir TM .
Dazu Kodierung der TM M = (@, X, T, 4, g0, 0, F) als Wort iiber {0,1}

1. Kodierung von M als Wort iiber {0,1,# }:

Sei Q@ ={q0,---,qn}
I'={ao,...ar}

Schreibe §(¢i, a;) = (gir, ajr, y)
als

w; iy = FEHbIN(D)#bin () #bin (i) #bin(j")#bin(m) mit m =

Kodierung von M durch Konkatenation aller Worte w; ; ;7 ;1 4, die zu
4 gehoren.

2. Kodierung von M durch ein Wort iiber { 0,1}:
Kodierung mit Hilfe von

0+~ 00
1—01
#— 11
w; j.ir i1y durch ein Wort iiber {0,1}

Sei My eine fixierte TM

M falls w Codewort von M 1ist
0 sonst

wE{O,l}*HMw:{
Definiton
Die folgende Sprache
K ={we {0,1}* | My angesetzt auf w hilt}

heif3t spezielles Halte—Problem.

Satz.
Das spezielle Halte—Problem ist nicht entscheidbar.

N — O

< e«

R
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Beweis.

Annahme: K ist entscheidbar.

& g 1st berechenbar mittles TM M.
Betrachte: TM A’

start
b
Band i=07 — stop
nein

M’ stoppt, falls M 0 ausgibt.
Gibt M 1 aus, geht M’ in eine Endlos—Schleife.

Sei w' € {0,1} mit My = M

Es gilt:

M’ angesetzt auf w’ hilt.

< M angesetzt auf w’ gibt 0 aus.

< xr(w') =0 (Def. von M)

suw ek

& My = M’ hilt angesetzt auf w’ nicht.  (Widerspruch) [ |

Das Reduktionskonzept erméglicht eine “leichte” Ubertragung dieses Resultats
auf weitere Probleme:

Definition.

Seien A, B C X*

A heilt auf B reduzierbar (A < B), falls es eine totale und berechenbare Funk-
tion f: ¥* — X* gibt mit

reAs f(e)eB
fiir alle x € X*.

Lemma
(i)  Gilt A < B und ist B entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.

(il) Gilt A < B und ist B semientscheidbar, so ist auch A semientscheidbar.

Beweis.
(i) Sei A < B mittels f
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Sei xp berechenbar
< xp o f ist berechenbar
Es gilt:

wr={o Tgh = H0Es e

< x4 18t berechenbar und A ist entscheidbar
(ii) ersetze in (i) x durch x’ und 0 durch undefiniert. ]

Korollar
A < B und A 1ist nicht entscheidbar.
= B 1st nicht entscheidbar.

Beweis.
Kontraposition von (i) [ ]

Definition.
Die Sprache

H = {w#a | M, angesetzt auf = hilt}
heifit (allgemeines) Halte—Problem.

Satz.
Das Halte—Problem st nicht entscheidbar.

Beweis.

Es reicht zu zeigen: K < H

wihle f(w) = wH#w

>weK & flwyeH ]

Definiton
Die Sprache

Hy = {w | M,, angesetzt auf leeren Band hélt}
heif3t Halte—Problem auf leeren Band.

Satz.
Das Halte—Problem auf dem leeren Band Hg ist nicht entscheidbar.

Beweis.
Es reicht zu zeigen: H < Hy.
Ordne w#x folgende TM zu:
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gestartet mit leeren Band schreibt M « auf das Band, arbeitet dann
wie My, (angesetzt auf z).
Die Arbeitsweise von M gestartet mit nicht leeren Band ist unerheb-

lich.
fw#zr — Code von M.

f ist berechenbar Man kann f zu einer totalen und berechenbaren Funktion
erweitern.

Es gilt:

wH#er € H &  Myangestzt auf x halt
& M angesetzt auf leerem Band hélt
& flw#z) € Hy

Satz von Rice. |

Set R die Klasse aller TM-berechenbaren Funktionen
Set SCR, S#0,

Dann st die Sprache

C(8) :={w | die von My berechnetet Funktion liegt in S}

unentscheidbar.

Beweis.
Sel €2 € R eine tiberall undefinierte Funktion.

1. Fall: Q € S

Wegen § # R gibt es eine Funktion ¢ € R — S.
Sei @) eine TM | die g berechnet.

ordne w € {0,1} die TM M zu mit:

Angesetzt auf die Eingabe y ignoriert M diese zundchst und verhélt
sich wie M, angesetzt auf das leere Band.

Falls diese Rechnung zu Ende kommt, so verhalt sich M danach wie
@ angesetzt auf y.

Fiir die von M berechnete Funktion g gilt:

| @ falls M, auf dem leeren Band nicht stoppt
g= q sonst

Betrachte:  f: w+— Code von M
f ist total und berechenbar.
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Es gilt:
we Hy = M, stoppt angesetzt auf dem leeren Band.
= M berechnet g¢.
= die von My, berechnete Funktion liegt nicht in S.

= f(w) ¢ C(S)

w¢ Hy = M, stoppt angesetzt aul dem leeren Band nicht.
= M berechnet €.
= die von My, berechnete Funktion liegt in S.
= f(w) € C(S)

d.h.: f vermittelt eine Reduktion :
Hy < C(S)

wegen Hy unentscheidbar
= Hj unentscheidbar
= C(S8) unentscheidbar

2. Fall:
Man zeigt analog Hy < C(S) [ |

Anwendung:
Betrachte: § = {f € R | f ist konstant}
= satzvoniice C(S) = {w | My, berechnet eine konstante Funktion} ist nicht entscheidbar.

Es gibt verschiedene Klassen der “Unldsbarkeit”:
Betrachte: Das Aquivalenzproblem fiir TM :

A = {u#w | My, berechnet dieselbe Funktion wie M, }

Es gilt: )
H < A aber nicht A < H

Man kann unendlich lange Folgen von Problemen A;, A5, ... konstruieren mit

A; < Aj4q1 aber nicht A4;49 < A
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1.9 Das Postsche Korrespondenz—Problem

Definition.
Das nachfolgend beschriebene Problem heifit Postsches Korrespondenz—Problem

(PCP).

gegeben:  Eine endliche Folgen (z1,y1), ..., (zk, yx) von Wortpaaren mit
z;,y; € AT (A endliche Alphabet)

gefragt:  Gibt es eine Folge von Indizes i1, ...,i, € {1,...,k}, n > 1, mit a;,,..., ¢, = Yi,,.-.

Beispiel.
Das Postsche Korrespondenz—Problem

K = ((1,101),(10,00), (011, 11)),

also

l‘lzl 1‘2210 l‘3:011
Y1 =101 y2:00 y3211

besitzt die Losung (1,3,2,3), denn es gilt:
L1X3rolz = 101110011 = Y1Y3Yya2ys

PCP ist schwer.
z.B.: K = ((001,0),(01,011), (01, 101), (10, 001))

besitzt eine Losung, aber die kiirzeste besteht aus 66 Indizes!

PCP ist semi—entscheidbar:
Probiere alle méglichen Indexfolgen mit zunehmender Léange durch.

Satz.
Das Postsche Korrespondenz—Problem ist nicht entscheidbar.

Beweis.

Betrachte modifiziertes PCP:

MPCP
gegeben:  wie bei PCP
gefragt:  gibt es eine Lésung ¢1,...,%, mit i = 1
Lemma
MPCP < PCP
Beweis.

Sei # ein neues Symbol.
Firw=aj...am € AT sei

W= Har#as# .. HFan#

’yln7
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W= HFar#a# .. HHam
W= arffas#t .. fan#

Sei K = ((#1,y1), .., (2, yx)) die Eingabe von MPCP.
- f([{) = ((fla yl)a (x’la yl)a (x’Za yZ)a B (x’ka yk)a ($a #$))
f ist berechenbar.

f vermittelt eine Reduktion von MPCP auf PCP.

Behauptung.
K besitzt eine Losung mit i1 = 1
< f(K) besitzt irgend eine Losung.

Beweis.
(—) Besitzt K eine Losung (i1, ...,1,) mit 43 = 1,
dann ist (1,424 1,...,4, + 1,k + 2) eine Losung fiir f(K).
(<) Besitzt f(K) eine Losung (i1, ..., ),
so muf gelten:
ii= 1,0y = k+2miti; €{2,. . k+1}fir2<j<n+1
= (1,4 —1,... 4,1 — 1) ist Losung fiir K.

Zur Unentscheidbarkeit von MPCP:

Lemma

H< MPCP

Beweis.

Sei M = (Q,%,T,4, z0, 0, F) eine kodierte TM

w € X1 die Eingabe.

Suche eine allgemeine Vorschrift, die (M, w) eine Folge (x1,41), ..., (¥n, yn) zu-
ordnet mit

M angesetzt auf w stoppt < (21, 41), - .., (€n, yn) besitzt eine Losung mit i; = 1

Konstruktion von MPCP iiber dem Alphabet T'U Q U {#}.
erstes Wortpaar: (#, #qow#)

weitere Paare:
1. Kopieregeln:
(a,a) fir alle a € T U {#}
2. Uberfithrungsregeln:

(qa,q’c) falls d(q,a) = (¢',c, N)
(qa,cq’) falls d(q,a) = (¢',c, R)
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(qa,q'be) falls &(q,a) = (¢',c,L) frallebeT
(#qa,#4¢'0c) falls §(q,a) = (¢',¢c, L)
(q#.q'c#) falls 6(¢q,0)=(¢",c,N)
(q#,cq'#) falls 6(q,0)=(¢',c, R)
(bg#t,q'b#) falls d(¢,0) = (¢',c,L) fiirallebeT

3. Loschregeln:
(age, qe) und (qea, ¢c) fir allea € T, q. € F
4. Abschlufiregeln:

(qe#t#, #) fir alle q. € F

(—) TFalls M bei w stoppt gibt es eine Folge von
Konfigurationen (kg, k1, ..., k:) mit
ko = qow, k; 1st Endkonfiguration
also ky = ugev mit u,v € A%, qc € F) und k; F kg4
< Die obige Eingabe fiir das MPCP besitzt ein Losungswort

Hhotthy . #HkAERFR . Hq A

(ki, kY, ... entstehen aus k; = ug.v durch Loschung von
Nachbarsymbolen aus ¢.)

(<) Besitzt der obige MPCP eine Lésung mit ¢; = 1,
dann 148t sich eine stoppende Rechnung von M bei w ablesen.

Folgerung
PCP bleibt unentscheidbar, falls fiir das Alphabet A gilt: A = {0,1}. (“01-
PCP”)

Beweis.

Es reicht zu zeigen: PCP < 01-PCP.

Sei A das Alphabet von PCP.

Betrachte: f: A — {0,1}* mit f(a,) = d, = 01".

Setze die Abbildung f auf A* fort.

Es gilt:

(Z1,91), ..., (#n.yn) besitzt Losung < (£1,41),. .., (€n.Un) besitzt Losung. N

Bemerkung

Sei PCPj, die Variante des PCPs, deren Eingabe aus genau k& Wortpaaren be-
steht.

Es gilt:
PCPy ist unentscheidbar fiir £ > 9.
PCPy ist entscheidbar fiir £ < 2.



