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4.5.1 Allgemeiner Fall

Bei einem beliebigen Graph sind Zyklen moglich. Da auch die Kostenfunktion be-
liebig ist und somit negative Kosten auftreten konnen, kénnen negative Zyklen ent-
stehen.

Idee: Realisiere U als Schlage (FIFO)
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Beinhaltet der Graph keine negativen Zyklen, so existiert nach Lemma 2 mindestens
ein perfekter Knoten (DIST[v] = dist(s,v)) in der Schlange.

= Zwischen zwei Entnahmen des selben Knoten v wurde mindestens ein perfekter
Knoten entfernt. Dieser kann nicht wieder in die Schlage eingefiigt werden.

= Jeder Knoten wird maximal n-mal entfernt. Spatestens danach gilt U = ().

Beobachtung:

Wird ein Knoten o6fter (> n) entfernt, dann muss nach Lemma 2 ein negativer Zy-
klus existieren.

— Algorithmus von Bellman/Ford
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Algorithmus von Bellman/Ford

1 |bool BELLMANFORD (const graph& G, node s, const
edge_array<int>& cost, node_array<int>& DIST,
node_array<edge>& PRED){

2 queue<node> Q;

3 node_array<bool> inQ(G,false);

4 node_array<int> count(G,0) ;

5 node vVv;

6 forall_nodes (v,G){

7 DIST[v] = MAXINT;

8 PRED[v] = NULL;

9 }

10 DIST[S] = 0;

1 Q.append(s);

12 inQ[s] = true;

13 while (1 Q.empty (D){ // Solange ( nicht leer ist

14 node u = Q.pop()

15 inQ[u] = false;

16 if (++count[u] > G.numbers_of_nodes ())

17 return false;

18 edge e;

19 forall_out_edges (e,u){

20 node v = G.target(e);

21 int d = DIST[u] + cost(e);

22 if(d < DISTI[v]){

23 DIST[V] = d;

2 PRED[v] = e;

25 if(!inQ[V]){

26 Q.append(v);

27 inQ[v] = true;

28 +

20 }

30 }

31 }

32 return true;

33 }

Listing 4.1: Bellman/Ford
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PRED-Verweise:

Die PRE D-Verweise werden dazu genutzt, spater den kiirzesten Weg nachverfolgen
zu konnen. pred[v] gibt dabei an, iiber welche Kante v auf dem kiirzesten Weg er-
reicht wird. PRE D-Verweise dndern sich daher, wenn der kiirzeste Weg sich dndert.

Erklarung:

Zuerst wird s in die Menge ) aufgenommen, da sich dessen dist-Wert nicht mehr an-
dert, aufser s liegt auf einem negativen Zyklus. Nun beginnt der Algorithmus richtig
und lduft so lange, bis entweder @) leer ist und damit zu jedem Knoten ein kiirzester
Weg gefunden wurde oder der Algorithmus bricht ab, da er einen negativen Zyklus
erkannt hat.

Innerhalb der while-Schleife wird ein beliebiger Knoten u aus ) gewéahlt und ent-
fernt. Fiir alle ausgehenden Kanten von u wird die A-Ungleichung iiberpriift und im
Fall, dass sie verletzt wird, wird der DIST-Wert des folgenden Knoten korrigiert,
dessen PRE D-Verweis auf u gesetzt und der Knoten in die Menge () aufgenommen,
da dessen ausgehenden Kanten die A-Ungleichung verletzen kénnten.

Laufzeitanalyse:

n - (Iterationen iiber alle Knoten + ausgehende Kanten)

O(Z(l +:utdeg(v)) >
e )

Gesamtlaufzeit: O(n - (n +m)) = O(n? +n - m)

Wenn der Graph zusammenhéngend ist, ist m >n — 1

= Laufzeit: O(nm)

dh. O(n?) fiir diinne Graphen (Graphen mit wenig Kanten)
O(n?) fiir dichte Graphen (Graphen mit vielen Kanten)

Ist der Graph nicht zusammenhéngend, so kann die Zusammenhangskomponente,
in der sich s befindet, in linearer Zeit gefunden werden.

4.5.2 Azyklische Graphen

In azyklischen Graphen treten keine Zyklen auf. Daher ist es auch, trotzt beliebiger
Kostenfunktion und dadurch moglicher negativer Kosten, nicht moglich, dass nega-
tive Zyklen auftreten. Dadurch existiert eine topologische Sortierung der Knoten.
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Lemma 3
Der Knoten u € U mit kleinster topologischer Nummer, ist eine perfekte Wahl dh.
DIST[u] = dist(s,u)

Beweis (indirekt)
Waihle u € U mit topnum|u] minimal.
Annahme: DIST[u] > dist(s,u)

L 2b
Lemma 29\ 3 Knoten v auf dem kiirzesten Pfad von s nach u mit:

1) DISTv] = dist(s,v)

2) velU

= topnum|v] < topnumlu] 4
Widerspruch zur kleinsten Wahl von u (kleinste topnum in U)
= DIST[u] = dist(s,u) O

Mogliche Implementierungen:

1) Topsort — Liste aller Knoten in U mit aufsteigenden topnum's
Durchlaufe diese Knoten

2) Kombinierter Algorithmus aus Topsort und kiirzeste Wege
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Algorithmus Topsort und kiirzeste Wege

1 |void Topsort(const graph& G, node s, const edge_array<
int> cost, node_array<int>& Dist){

2 node_array<int> INDEG(G,0);

3 forall_nodes (v,G){

1 INDEG[v] = indeg(v);

5 if (INDEG [v] == 0)

6 ZERO . append (v) ;

7 DIST[v] = MAXINT;

8 }

9 DIST[s] = 0;

10 while (! ZERO.empty ()){

1 u = ZERO.pop();

12 edge e;

13 forall_out_edges (e,u){

14 v = G.target (e);

15 if (--INDEG[v] == 0)

16 ZERO . append (v) ;

17 int d = DIST[u] + cost(u,v);

18 if(d < DISTI[v])

19 DIST[V] = d;

20 }

21 }

22 }

Listing 4.2: Topsort und kiirzeste Wege

Erklarung:

Die Grundstruktur entspricht dem normalen Topsort-Algorithmus (ZERO-Liste). In
die innere Schleife wurde die Uberpriifung der A-Ungleichung eingebaut. Da dieser
zusatzliche Aufwand in konstanter Zeit ausfithrbar ist, dndert sich die Laufzeit von
Topsort nicht.

Der Knoten s muss hierbei nicht gesondert behandelt werden, da der Algorithmus
von alleine erst richtig startet, wenn s betrachtet wird, da die dist-Werte aller ande-
ren Knoten auf M AXINT gesetzt wurden und somit die A-Ungleichung nie verletzt
wird.

Laufzeit:
O(n +m) (perfekte Wahl!)
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4.5.3 Nicht-negative Netzwerke

In nicht-negativen Netzwerken kénnen Zyklen vorkommen, aber aufgrund der feh-
lenden negativen Kosten, konnen keine negativen Zyklen entstehen.

Idee:

Wihle in Zeile 7 des Algorithmus 2 einen Knoten v € U mit DIST[u] minimal.
Dafiir eignet sich eine Priority Queue und deren Funktion PQ.delmin().

— Dijkstra

Lemma 4
Der Knoten u € U mit DIST[u] minimal, dh. DIST[u] = dist(s,u), ist eine perfekte
Wahl.

Beweis (indirekt)
Annahme: DIST[u] > dist(s,u)

einem kiirzesten Pfad von s nach u (v # u).

Lemma 2 b)

J v € U mit DIST[v] = dist(s,v) auf

Dann gilt:
dist([s,u] > dist(s,v) da alle Kosten nicht-negativ sind
= DIST[v] nach Lemma 2 b)
> DISTu] da u minimal gewahlt wurde

= dist(s,u) = DIST[u] da DIST-Werte nie zu klein werden. 5 Widerspruch
Dabher gilt: DIST[u] = dist(s,u) O
Implementierung

Datenstruktur: Priority Queue

LEDA-Datentyp:

i) allgemein: p_queue < I, P >
I = Information, P = Prioritét
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hier: I = node
P = int DIST-Werte

ii) Fiir Graphen: node pq < P > P(Q (Knoten-Priority-Queue)
PQ) = Menge von Knoten mit dazugehorigen Prioritédten

Operationen:

e Konstruktor: node pq < P > PQ(graph G)
— leere PQ fiir Knoten von GG

e void PQ.insert(node v, P p) fiigt einen Knoten v mit der Prioritat p zu PQ
hinzu.

e node PQ.delmin() entfernt einen Knoten v mit kleinster Prioritdt und gibt v
zurtick.

e node PQ.find_ min() gibt einen Knoten v mit kleinster Prioritat zuriick.
e void PQ).decrease p(node v, P q) vermindert die Prioritdt von v auf q.

e bool PQ.empty() testet, ob PQ leer ist.
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Algorithmus von Dijkstra

1 |void Dijkstra(const graph& G, node s, const edge_array<
int>& cost, node_array<int>& DIST, node_array<edge>&
PRED) {

2 node_pq<int> PQ(G);

3 node v;

4 forall_nodes (v,G){

5 DIST[v] = MAXINT;

6 PRED[v] = NULL;

7 +

8 DIST[s] = 0;

9 PQ.insert(s,0);

10 while ('PQ.empty ()){

11 node u = PQ.del_min(); // perfekte Wahl

12 egde e;

13 forall_out_edges (e,u){

14 node v = G.target (e);

15 int d = DIST[u] + costlel;

16 if(d < DISTI[v]){

17 if (DIST[v] == MAXINT)

18 PQ.insert (v,d);

19 else // v ist in U

20 PQ.decrease_p(v,d)

21 DIST [V] = d;

22 PRED[v] = e;

23 +

24 }

25 }

26 }

Listing 4.3: Dijkstra

Erklarung:

Zuerst wird s in die Priority Queue P(@) aufgenommen. Die while-Schleife lauft nun
so lange, bis PQ leer ist. Ist dies der Fall, ist zu jedem Knoten ein kiirzester Weg
bekannt. In der while-Schleife wird zuerst aus der P(Q ein Knoten u gewahlt. Da-
bei wird darauf geachtet, dass es eine perfekte Wahl ist. Dann werden alle von u
ausgehenden Kanten betrachtet, die jeweilige A-Ungleichung iiberpriift und falls sie
verletzt wurde, der erreichte Knoten entweder in PQ aufgenommen, falls er noch
nicht in PQ drin ist oder sonst seine Prioritdt auf seinen neuen DIST-Wert gesetzt.
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Danach wird noch sein DIST-Wert angepasst und sein PRE D-Verweis auf die Kan-
te gesetzt, iiber die er erreicht wurde.

Laufzeitanalyse:

i) Operationen auf dem Graphen: O(n + m)

ii) Priority Queue:
1 - Konstruktor
n - insert()
n - delmin()
n - empty()
m - decrease()

= Gesamtlaufzeit: (’)(n N(Tinsert(n) + Taetmin(n) + Tempry(n)) +m - Tdemase(n))
T

op

(n) = Laufzeit der Operation op auf PQ der Grofke n

Varianten von Datenstrukturen:
(\min

e bindrer Min-Heap - \
sin rise

e balancierter Baum } log(n)

/

insert‘>

Spezielle Heap-Datenstruktur:

Ein Fibonacci-Heap ist eine Menge von binomischen Bédumen. Daher ist der ma-
ximale Rang eines Fibonacci-Heaps kleiner gleich log(n), wobei n die Anzahl der
Knoten ist. Zudem besitzt der Fibonacci-Heap einen Pointer auf eine Wurzel mit
minimaler Prioritédt. Hier entspricht die Prioritdt den DIST-Werten. Dadurch ergibt
sich der folgende Aufwand:

= Dijkstra O((n +m) - log(n))

Amortisierte Analyse:

Insert O(1)
Delmin O(log(n)) ¢ — O(n-log(n) +m)
Decrease O(1)



