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0

0.1

Vorbemerkungen

Worter, Alphabete, Sprachen
IN = {0,1,2,...}: natiirliche Zahlen
5: endliche Menge (Alphabet) von Symbolen (Buchstaben)
w: endliche Folge von Buchstaben (Wort)
lw|: Zahl der Buchstaben von w (Linge des Wortes)

0O: Wort, das aus der Buchstabenfolge der Lange 0 besteht (sog. leeres Wort)
= |0|=0

Préfix: beliebiges Anfangsstiick eines Wortes
Suffix: beliebiges Endstiick eines Wortes
Konkatenation: Bildung eines Wortes durch Hintereinanderschreiben zweier Woérter

L (formale) Sprache: Menge von Woértern iiber einem Alphabet
Fiir endliches Alphabet X:

= {0}

YH#loi= {wlw=wamitw €X', acX} (i>0)
Y= Usod

St o= ¥ =¥ - {0}

Wir bezeichnen Konkatenation durch o:

(¥*,0) ist ein Monoid (Halbgruppe mit neutralem Element), d.h. es gilt:

u,v €Y = wov€EX
u,v,wE€ X = (uov)ow=uo(vow)

ueY = yolO=0ou=u

Da Konkatenation assoziativ ist, kénnen wir w” definieren als:

w' = w...w (n>1)
—
n—mal

wo = 0O

Es gilt

juv] = |uf + [v]

o =0

W = n-|ul

L C ¥* heifit (formale) Sprache tiber X.

Beispiele 0, ¥*, {w;...w, |w; € ¥, w; = w,_4q firallel <7< n}
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e Sei L, L' C ¥*. Definiere

LUl = {w|wéeLoderwel}

LNl = {wlweludwel'}
L = ¥ —1L

Ll := {ww|uéLundvel}

e Sei K eine Klasse von Sprachen:

Definition: K heifit abgeschlossen gegeniiber Vereinigung (Durchschnitt, Komple-
ment,Produkt), wenn aus L, L' € K folgt, daB auch LUL' € K (LNL' € K, L € K,

LL' € K).
o Es gilt
LUl = LNl
Lnl = Lul’

e Sel L C ¥*. Wir definieren

L’ = {0}
L' = "L (n>0)

Insbesondere gilt:

L' =1L
L'l = L't
(Li)j — i

L= UL
Lt = U, "

Beispiele {a**|n > 1} = {a2}+
{a™ 3 | n > 1} = {a"}{a®}

0.2 Graphen und Biume

o ( = (V, E) heifit ,gerichteter Graph®, falls V eine Menge von , Knoten® (i.A. endlich)
und £ CV x V eine Menge von ,,Kanten* ist.
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e p heifit ,Weg“ in (G, falls p eine Folge von Knoten vy,...,vg ist mit (v;, v,44) € F fiir
alle 1 < < k.

o Die ,Lange“ von p ist die Zahl der Kanten in p.
e Fin ,Zyklus® ist ein Weg p = (vq,...,v) mit v1 = vy

o ( = (V,E) heifit jungerichteter Graph®, falls mit (v,w) € E stets auch (w,v) € £
ist.

o I'=(V,F) heifit ,Baum*, falls gilt:

— T ist ein gerichteter Graph ohne Zyklen, in dem jeder Knoten v von einem
ausgezeichneten Knoten vy (der ,Wurzel“) aus erreichbar ist.

— Ist vy,...,v; eine Weg in T, so heifit
* v;_1 , Vater® von v; (Vorganger)
* v; ,Sohn“ von v;_; (Nachfolger)
* v ,,Blatt®, falls vy keine S6hne besitzt

0.3 Relationen

Sei A eine Menge.

R heifit (binare) Relation (iiber A), falls R C A x A
R ist reflexiv - aRafirallea e A

R ist irreflexiv — aRafirkeina e A

R ist transitiv — aRbund bRe implizieren a Re

R ist symmetrisch —  aRb impliziert bRa

R ist antisymmetrisch — fiir keine a,b € R gilt aRb und bRa

R ist Aquivalenzrelation R ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.

e Aquivalenzrelationen R partitionieren eine Menge in paarweise disjunkte Aquivalenz-
klassen (,,Klasseneinteilung®).

Index(R) := Anzahl der Aquivalenzklassen.



VURD VIV UING N J

e Sei P eine Eigenschaft von Relationen, R eine Relation tiber A. Der P-Abschlufl von
R ist die kleinste Relation R’ mit: R’ hat die Eigenschaft P und R C R'.

o Seien R, S Relationen tiber A.
RS = {(x,y) | es existiert z mit @Rz und zSy}

o Sei R C ¥* x ¥*. Wir definieren

B = {(w.w) |we 57
R = R'R

R = UnZORn

Rt = Un>OR”

Beispiel

xRy, falls = =y oder
es existiert eine Folge 2y ...z, mit xRz, 21 Rz, ..., 2, Ry.

Satz
Es gilt

1. R* ist kleinste reflexive und transitive Relation mit R C R* (reflexiver und transitive

Hiille)
2. R* ist kleinste transitive Relation mit R C R* (transitive Hiille)

Beweis:
(1) RCR* wegen R = R'CUsoR = R
R* ist reflexiv. wegen R C R* -
R* ist transitiv - wegen xRy, yR*z
= es existieren ¢, j mit zR'y und y R’z
= r Rtz
= Rz
noch zu zeigen: [R' reflexiv, transitivund R C R'] = R* C R’
Sei R reflexiv (= R C R'), transitivund RC R’ (= R = R' C R))
Dann gilt: R%, R®, ... C R, da R’ transitiv ist, und folglich B* C R’
(2) analog. |

0.4 Mengen

Wir kénnen Mengen beschreiben durch:
o Aufzdhlung
e Bildungsgesetz (definierende Eigenschaften)

Seien A,B Mengen.
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ACH falls z € A=z B
A=RB falls zr€c A=zcBundzc B=zxc A

AUB = {z |2 € A oder x € B} (Vereinigung)
ANB = {z | € Aund € B} (Durchschnitt)
A-B = { |2 € Aund « ¢ B} (Differenz)

AxB = {(a,b) | a € Aund b € B} (kartesisches Produkt)
24 = {A"| A" C A} (Potenzmenge)
A endlich #A := Anzahl der Elemente von A
Definition
A, B heiflen gleichméchtig =4ef es existiert eine Bijektion o : A — B
A heiit abzdhlbar unendlich =45 A ist gleichméachtig mit IV
A heifit abzahlbar =4er A ist endlich oder abzéhlbar unendlich
Bemerkung
Es gilt

1. A abzéhlbar <= es existiert eine Surjektion « : I[N — A.
Es gilt dann A = {«(0),a(1),...} (,Abzdhlung® von A).

2. Fiir jedes endliche Alphabet X gilt, dafl ¥* abzahlbar ist. Damit ist auch jede Sprache
L C ¥* abzahlbar.

3. 2% Menge aller Sprachen {iber ¥ (Potenzmenge von ¥*).
4. Seien A, B endlich. Dann gilt

#(Ax B) = #A-#B
#(AUB) < #A+#B
#2,4 _ o#A

5. Seien A, B abzéhlbar unendlich. Dann gilt

o A x B ist abzahlbar unendlich
o AU B ist abzahlbar unendlich
o AN B ist abzahlbar

aber: 24 ist nicht abzihlbar.
Beweis: Sei A = {a(0),(l),...} eine Abzihlung von A.
Annahme: 24 ist abzéhlbar
= es existiert eine Abzdhlung 8 von 24, d.h. 24 = {3(0), 3(1),...}.
Betrachte D = {a(j) | a(y) € 5(j)} (,Diagonalmenge*).
Wegen D C A gilt D € 24
= es existiert ein n mit D = (n), aber
a(n) € D

a(n) & B(n)

—
<~ an)¢D Widerspruch! |
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0.5 Komplexititsfunktionen

Wir sind lediglich an asymptotischen Beschreibungen von Komplexitétstunktionen inter-

essiert.

Sei f: IN — IN. Dann definieren wir

O(f(n)) ={g: IN — IN | es gibt Konstanten ¢,no mit g(n) < c¢- f(n) fir alle n > ng}
Beispiel: 2n” + 16n? + log(n) = O(n7)

(Eigentlich miifite es heiflen: ... € O(n"), aber die oben angegebene Schreibweise ist
allgemein iiblich.)
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1 Grammatiken

1.1 Beispiele

1. Beispiel einer Sprache:
Es sel ¥ = {(7 )7 —I'v — % /7a}'
Wir betrachten

EXPR = ,,Sprache der korrekt geklammerten arithmetischen Ausdriicke“

Dabei soll @ ein Platzhalter fiir Konstanten oder Variablen sein.
(a—a)/a+ax(a+(a+a))+a € EXPR
(((a))) € EXPR
()a) ¢ EXPR
EXPR ist ein unendliches Objekt. Wir suchen nach einer endlichen Beschreibung:

e Grammatiken (Sammlung von ., Produktionsregeln®)

e Automaten (Objekt zur Erkennung von Sprachen)

2. Beispiel einer Grammatik:

< Satz > — < Subjekt > < Préadikat > < Objekt >
< Subjekt > — < Artikel > < Attribut > < Substantiv >
< Artikel > — 0O
< Artikel > — der
< Artikel > — die
< Artikel > — das
< Attribut > — O
< Attribut > — < Adjektiv >
< Attribut > — < Adjektiv > < Attribut >
< Adjektiv > — debile
< Adjektiv > — wahnsinnig
< Adjektiv > — attraktiv
< Substantiv > — Oma
< Substantiv > — Rock 'n” Roll
< Préadikat > —  tanzt
—

< Objekt > < Artikel > < Attribut > < Substantiv >

Wir kennzeichnen Platzhalter (Variablen) durch spitze Klammern.
So kénnen wir den folgenden Satz ableiten:

»die wahnsinnig attraktive Oma tanzt Rock 'n” Roll“
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[lustration der Ableitung mit Hilfe eines Syntaxbaumes :

Wir kénnen mit der endlichen Grammatik eine unendliche Sprache beschreiben:

“die wahnsinnig debile debile ... debile attraktive Oma tanzt Rock 'n” Roll“

1.2 Definitionen

Wir arbeiten mit —

Definition

Startsymbol

Variablen (Platzhalter)

eigentlichen Symbolen (Terminalsymbole)
Produktionsregeln: linke Seite — rechte Seite

Eine Grammatik ist ein 4-Tupel G = (V, X, P, S) mit:

o V ist eine endliche Menge von Variablen.

e Y ist eine endliche Menge, das Terminalalphabet, wobei V N Y = (.

o P ist eine endliche Menge von Regeln oder Produktionen

PC(VUD)* x (VUY)

e S €V ist das Startsymbol

Bezeichnungen Sei G =

(V,X, P, 5).

e Wir schreiben @ — y, falls (x,y) € P.
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e Seien u,v € (VU Y)"

u =g v falls u=ayz,v=uayz
mit € (VU 2,y e (VUX) undy — ¢y’ € P

e Die Folge (woq,...,w,), w; € (VUX)*, we =9, w, € ¥* heifit
Ableitung von w, in G, falls wy =¢ wy =¢ ... =¢ w,.

o L(G)={weX|S = wl,

wobei =7 die reflexive und transitive Hiille von = bezeichnet.

Beispiele

1. Sei G =({ET,F} {(,),+,—,*,/,a}, P, E) mit
P={ T

T+ F

T-F

T*F

T/ F

F

a

(£) }

PLEEEDL]

o)
T
T
T
T
T
F
F

Diese Grammatik erzeugt korrekt geklammerte arithmetische Ausdriicke:

z.Biaxax(a+a)+a € L(G), da:

W = TH+F
—a T+a
—c T*F+a
—q T*(E)—I—a

—c Tx(T)+

—=q (T—I—F)—I—a
= *«(T'+a)+a
= *(F4a)+a

= T*(a—l—a)—l—a

—¢ T*Fx*x(ata)+a

—¢ Txax(a+a)+a

—¢ Fxax(ata)+a

—¢ axax(at+a)t+a € LG)

Wir haben immer die am weitesten rechts stehende Variable ersetzt (,Rechtsablei-
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tung®).

Achtung: Der Ableitungsprozef} ist nicht eindeutig (,,nichtdeterministisch“), denn =¢
ist im allgemeinen keine Funktion, sondern eine Relation:

e Zu einem x konnen (endlich) viele 2’ existieren mit @ =4

e Zu einem 2’ konnen (endlich) viele x existieren mit @ =4 2

2. Sei G =(V,X, P,S) mit
Vo= {5B.C}
Y = {a,b, ¢}
P = {S—aSBC, S— aBC, CB— BC,
aB — ab, bB — bb, bC — be, ¢C — cc }

Beispiel einer Ableitung:

S = aSBC = aaSBCB(C = aaa BCBCBC
—c aaaBBCCBC = aaa BBCBC(C = aaa BBBCCC
= aaabBBCC(C = aaabbBCCC = aaabbbCCC
— ¢  aaabbbcCC = aaabbbccC = aaabbbcce = a®b>c?

Satz
L(G) = {a"b"c¢" | n > 1}

Beweis:
O: analog wie im Beispiel.
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C:

1. Alle Regeln halten ,,Balance* zwischen (a, A), (b, B) und (¢, ')
= fiir alle w € L(G) gilt: Anzahl der a’s = Anzahl der b’s = Anzahl der ¢’s.

2. Sei w € L(G). Wir zeigen, dafl die a’s in w vor den b’s und diese vor den ¢’s kommen
missen:
a’s konnen nur durch die Regeln (1) und (2) erzeugt werden und stehen damit jeweils
ganz links, also kénnen a’s nur am Wortanfang vorkommen.
b’s und ¢’s: Terminalworte konnen nur durch die Regeln (4) — (7) aufgebaut werden.
Diese Regeln sind so aufgebaut, dafl a’s vor b’s kommen und b’s vor ¢’s. |

Bemerkung

Wir geben in Zukunft nur noch die Regeln einer Grammatik an. Dabei bedeuten grofie
Buchstaben oder Wérter in spitzen Klammern jeweils Variablen. Terminalsymbole wer-
den durch kleine Buchstaben gekennzeichnet. Ist aus dem Zusammenhang klar, welche
Grammatik GG benutzt wird, so verwenden wir = anstelle von =—.

1.3 Chomsky - Hierarchie
Einteilung der Grammatiken in Typen 0 — 3 nach Chomsky:

Definition
e Jede Grammatik ist vom Typ 0 (,,Phrasenstrukturgrammatik®).

e Fine Grammatik ist vom Typ 1 (,kontextsensitiv®), falls fiir alle Regeln wy; — wq €
P gilt: |wq| < |wy|

e Fine Typ 1-Grammatik ist vom Typ 2 (,kontextfrei“), falls fiir alle Regeln w; —
Wy € P gllt wy € vV

e Eine Typ 2-Grammatik ist vom Typ 3 (,,reguldr®), falls fiir alle Regeln w; — wqy € P
gilt: wy, € XU XV

o [ C ¥~ heifit vom Typ 0 (Typ 1, Typ 2, Typ 3), falls eine Typ 0(Typ 1, Typ 2, Typ
3)-Grammatik G existiert mit L(G) = L.

Beispiele
1. Beispiel (arithmetische Ausdriicke) ist eine Grammatik vom Typ 2 (kontextfrei).

2. Beispiel (Grammatik fiir {a"0"c" | n > 1}) ist eine Grammatik vom Typ 1 (kontext-
sensitiv).

O — Sonderregel:

Da |wq| < |wz|, kann O in keiner Grammatik vom Typ 1, 2, 3 abgeleitet werden. Das
wollen wir durch die folgende Sonderregel &ndern:

S — O ist erlaubt, falls S auf keiner rechten Seite einer Regel vorkommt.
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Lemma (Empty String Lemma)
Sei G = (V, X, P, S) eine Typ 1-Grammatik. Dann existiert eine Typ 1-Grammatik G’ mit
L(G) = L(G"), und S kommt auf keiner rechten Seite vor.

Beweis

Sei "€ V U XL

G = (VU{s}, X PS5

P = PU{Y —a|S—acP}

Beh.: 1(G) = L(@)
C: Sei S = w mit erster Regel 5 — «

— S =¢ a =5 w

Nach Definition gilt: S" =& «

Wegen P C P’ gilt a =¢ w,also 5" =% w

D Sei S =% w mit erster Regel 5" — «
— S—aeP = S =4 «
Wegen a =¢, w und da « kein 5’ enthélt, folgt:
a =7 w,also S =% w [
Korollar:

Eine analoge Aussage gilt auch fiir Typ 2— und Typ 3—Grammatiken.
Damit ergibt sich der folgende

Satz
Ist L kontextsensitiv (kontextfrei, regular), dann ist L U {0} und L — {0} kontextsensitiv
(kontextfrei, regular).

Beweis
Wir kénnen nach dem Lemma garantieren, dafl das Startsymbol auf der rechten Seite nicht
vorkommt und die Produktionenmenge um die O — Sonderregel ergénzen. |
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Es ergibt sich folgende Situation:

Fakt

Alle Sprachen vom Typ 1, 2, 3 sind entscheidbar, d.h. es existiert ein Algorithmus,
der bei der Eingabe von G und w in endlicher Zeit entscheidet, ob w € L(G) oder
nicht.

Die Menge der Typ 0-Sprachen ist gleich der Menge der rekursiv aufzdhlbaren Spra-

chen (semi—entscheidbaren Sprachen), d.h. es existiert ein Algorithmus, der bei Ein-
gaben w aus L(() stoppt.

Die Menge aller Typ 0—Grammatiken ist abzéhlbar, da eine Typ 0-Grammatik ein
endliches Objekt ist.

Die Menge der Typ 0-Sprachen ist abzdhlbar, da jeder Typ 0-Sprache wenigstens
eine Typ 0—Grammatik zugeordnet ist.

Aber: Die Menge aller Sprachen (iiber {0, 1}*) ist nicht abzahlbar.

Also existieren Sprachen (die meisten), die nicht durch eine Grammatik beschreibbar
sind!

Praktische Anwendungen der Theorie der formalen Sprachen in der Informatik:

— Syntaxanalyse
— Compilerbau
— Spezifikation und Analyse von Programmiersprachen
Besonders gut beherrscht sind reguldre und kontextfreie Sprachen. Man untersucht

auch weitere Sprachfamilien zwischen Typ 3 und Typ 2 (lineare kontextfreie Sprachen,
deterministisch kontextfreie Sprachen, LL(k) und LR(k)-Sprachen, usw.).
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o Es ergibt sich das folgende Problem: viele Fragestellungen in der Praxis fiithren auf
Typ 1- oder Typ 0-Sprachen. Diese sind algorithmisch nur schwierig oder gar nicht
handhabbar.

o Ausweg: Man arbeitet mit Typ 2-Grammatiken und erfafit die ,,Kontextbedingun-
gen® und ,,Sonderfélle® durch nichtgrammatikalische Zusatzalgorithmen.

Beispiel: Die Menge der korrekten MODULA-Programme ist nicht kontextfrei (Typ-
vertréglichkeit, ausschlielliche Verwendung vorher deklarierter Objekte, korrekte An-
zahl der Parameter). Trotzdem benutzt man kontextfreie Grammatiken (Syntaxdia-
gramme), und wir wissen, dafl zusétzliche Typiiberpriiffungen etc. erfolgen miissen.

1.4 Wortprobleme

Im folgenden untersuchen wir die Frage nach der Herleitbarkeit von Wértern w € ¥ {iber
einer Grammatik G.

Definition
Sei G = (V, X, P, S) eine Grammatik. Das Wortproblem fiir ¢ besteht in der Entscheidung,
ob w € L(G) oder w ¢ L(G) fiir ein beliebiges w € ¥*.

Satz

Das Wortproblem fiir Typ 1-Sprachen (kontextsensitiv) ist entscheidbar, d.h. es existiert
ein Algorithmus, der bei der Eingabe einer kontextsensitiven Grammatik G = (V, X, P, 5)
fiir ein beliebiges Wort w € ¥* in endlicher Zeit entscheidet, ob w € L(G) oder w ¢ L(G).
(,Kontextsensitive Grammatiken sind rekursiv*)

Beweis: Betrachte T, n,m € IN, wobei:
T"={yec (VUL ||ly|<nund S =5" y}

Wir kénnen 77 induktiv iiber m definieren:

;= {5)
Ty = AbL(TE)

wobei Abl,(X)=XU{ye (VUE)" ||y <nund y’ = yfireiny € X}

o Die Darstellung ist nur fiir Typ 1-Grammatiken korrekt. Bei Typ 0 kénnen aus
Wértern der Léange grofler als n unter Umstianden Worter der Lange kleiner oder
gleich n abgeleitet werden.

e Es existieren nur endlich viele Worter der Lange kleiner oder gleich n in (V U X)*,
also ist U,,»o Ty, endlich fiir alle n. Daher existiert ein m mit T, =T, = ...

o Is sei w € L(G), |w| = n. Dann gilt: w € U,,50 17, d.h. es existiert ein m mit
wel).

Daher entscheidet folgender Algorithmus, ob w € L((G) ist:
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INPUT(GL,w);  (Jw] =n)

T :={S}
REPEAT
7 =T
T := Abl, (1))

UNTIL (w e T) OR (T = 1Ty)

IF w € T THEN WRITE ("w € L(G)™)
ELSE WRITE ("w & L(G)")

END

Achtung:
Der Algorithmus hat eine exponentielle Laufzeit. Das Wortproblem fiir kontextsensitive
Sprachen ist NP-hart.

Beispiel
Betrachte die Grammatik fiir {a"b"c¢" | n > 1}. Setze n = 4:
o= (5)
T = {5aSBC,aBC}
Ty = {S,aSBC,aBC,abC}
Ty = {S,aSBC,aBC,abC, abc}
T} = {5aSBC,aBC,abC, abc} =T}

d.h. einziges Wort w € L(G) mit |w| < 4 ist abe.

1.5 Syntaxbiume

Wir kénnen die Ableitungen in kontextfreien Grammatiken durch Syntaxbdume darstellen.

Sei (¢ kontextfreie (Typ 2) Grammatik und w € L(G). Desweiteren sei A: S = x9 = v1 =
... = 2y = w eine Ableitung von w.
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Syntaxbaum T2 fiir w:

= Die Blétter von T sind von links nach rechts gelesen mit den Buchstaben von w
beschriftet!

Beispiel
Sei G = ({95, A},{a,b}, P,S) mit
P={S5 — aAS
A — ShA
A — SS (kontextfrei!)
S — a
A — ba}

Ableitung fiir w = aabbaa:
A: S = aAS = aSbAS = aSbAa = aabAa = aabbaa
(angewendete Regeln: S — aAS, A — SbA, S — a,5 — a, A — ba)
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Syntaxbaum T2:

Bemerkung

e Syntaxbdume fiir reguldre Sprachen sind entartet:

o Verschiedene Ableitungen kénnen dem gleichen Syntaxbaum zugeordnet sein.

Beispiel

Betrachte Grammatik von oben mit w = aabbaa

A" S = aAS = aAa = aSbAa = aSbbaa = aabbaa

(angewendete Regeln: S — aAS,S — a, A — SbA, A — ba, S — a)
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Dazu gehért der Syntaxbaum 74"

Die Ableitung A hatte die Figenschaft, daf stets die am weitesten links stehende Variable
ersetzt wurde. (,Linksableitung®)

Satz
Sei (& eine kontextfreie Grammatik. Dann sind folgende Aussagen &dquivalent:

L. we L(G)
2. Es gibt eine Ableitung von w
3. Es gibt einen Syntaxbaum fir w

4. Es gibt eine Linksableitung von w

Beweis

(1) = (2): trivial

(2) = (3): nach Konstruktion

(3) = (4): Offensichtlich 1aB8t sich einem Syntaxbaum eine Linksableitung zuordnen.
(4) = (1): trivial

Bemerkung

e Analog zu den Linksableitungen lassen sich auch Rechtsableitungen betrachten.
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e Zu einem Wort w € L(() kann es unterschiedlich strukturierte Syntaxbaume geben.
Beispiel
Sei (¢ gegeben mit S — aB,S — Ac, A — ab, B — be und w = abe:

d.h. w hat verschiedene Linksableitungen in Gl

Definition
Eine kontextfreie Grammatik GG heifit mehrdeutig (“ambiguous”)
=4.5 es existiert ein Wort w € L(G') mit zwei verschieden strukturierten Syntaxbaumen
(d.h. zwei verschiedenen Linksableitungen).
Eine kontextfreie Sprache L heifit inhdrent mehrdeutig (“inherently ambiguous”)

=4.f jede Grammatik G mit L = L(() ist mehrdeutig.

1.6 Backus-Naur-Form

Backus und Naur entwickelten einen Formalismus zum kompakten Niederschreiben von
kontextfreien Grammatiken:

Schreibe anstelle von A — 5

A — 62

A — G,
kurz: A— B | B2 | ... | B

(Oft wird auch — durch :: = ersetzt.) Diese Darstellung heifit abgekiirzt BNF.
Erweiterte Backus-Naur-Form: (EBNF)

L. A — aoffly
steht fiir
A — av
A — afy
(4 kann, muf aber nicht zwischen o und + stehen)
2. A — ofB}y
steht fiir
A — av
A — aBy
B —
B — fB

(# kann zwischen a und ~ beliebig oft (auch 0 mal) vorkommen)
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2 Regulare Sprachen

Wir geben drei verschiedene dquivalente Charakterisierungen reguldrer Sprachen an:

e mittels endlicher Automaten (Rabin, Scott)

e mittels reguldrer Ausdriicke (Kleene)

e mittels Aquivalenzrelationen (Myhill, Nerode)

2.1 Deterministische und Nichtdeterministische endliche Auto-
maten

Das Berechnungsmodell des endlichen Automaten modelliert ein endliches Gedéchtnis. Die
Automaten werden angesetzt auf Fingabeworte und ,erkennen® bzw. jakzeptieren® diese

oder nicht.
Definition
Ein (deterministischer) endlicher Automat (DFA) M ist ein 5-Tupel M = (Q, X, 6, go, F)
mit:
Q endliche Menge von Zustdnden
Y endliches Eingabealphabet, Q N'Y = ()
§:QxY —Q Uberfihrungsfunktion
Qo € Q Startzustand
FCQ Menge der Endzustinde
Beispiel

M =(Q,X%,6,q, F) mit:

Q = {90 0,9 9}
Y = {a,b}

o= {93}

6 |a |b

qo | 91 | g3

q1 | 92 | 9o

92 | 93 | 1

q3 | 9o | 42

Zur Veranschaulichung endlicher Automaten benutzt man den sogenannten Zustandsgra-

phen.
Definition
Sei M = (Q,%,0,qo, F) ein endlicher Automat. Der Zustandsgraph Gy = (V, E) von M

ist ein gerichteter Graph mit:

o V=0
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¢ (¢,q) € E < es existiert a € ¥ mit: 6(¢,a) = ¢

(¢,q') wird mit a bewertet, falls 6(¢,a) = ¢

go wird charakterisiert durch — ¢q

o ¢ € F' wird charakterisiert durch q
Beispiel

Zustandsgraph zum endlichen Automaten M aus dem Beispiel:

Ein endlicher Automat M ,erkennt“ (,akzeptiert) ein Wort w = wy ... w, € ¥*, w; € &,
falls M gestartet in gy bei Eingabe von w; ... w, die Zustdnde ¢, ...,q, durchlauft, also
O(qiz1,w;) = ¢ fiir 1 <o < ngilt und ¢, € F.

Definition
Sei M =(Q,%,6,qo, F') ein DFA. )
Wir erweitern 6 : () x ¥ — @) zur Funktion 6 : () X ¥* — () gemé&f

6(¢,0) = q
8(¢,aw) == 6(5(g, a),w)
firallea € ¥, we ¥*, g€ Q
Die von M akzeptierte Sprache L(M) C ¥~ ist definiert als
L(M) := {w € ¥ | §(qo,w) € F}.

Beispiel
Sei M der Automat aus obigem Beispiel.
L(M) = {w € {a,b}* | [(Anzahl der a’s in w) — (Anzahl der b’s in w)] mod 4 = 3}

Satz
Jede durch einen endlichen Automaten erkannte Sprache ist regular (vom Typ 3).

Beweis:
Sei L C X%, M = (Q,%,6, g0, F) ein DFA mit L = L(M).
Wir geben eine Typ 3-Grammatik G = (V, ¥, P, S) an mit L(G) = L:
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V=@, ¥:=% 5:=q

P: Gilt O € L, dann ¢o — O € P,
g — aq' € P, falls 6(¢q,a) = ¢
qg— a € P, falls 6(¢q,a) =¢' und ¢ € F

Wir zeigen L(G) = L(M):
w=1w...w, € L(M)

<= es existieren Zustéande qq,..., ¢, € () mit go = Startzustand,
o(¢io1,w;) = ¢, (1=1,...,n) und
Gn € I7

<= es existieren Variablen ¢q,...,q, € V mit ¢o = Startsymbol,
¢i-1 — wigi, (1=1,...n—1) und

Gn—1 — Wy
— w e L(G) |

Definition
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (NFA) M
ist ein 5-TupelM = (@, X, 6, Qo, F') mit

Q endliche Menge von Zustdnden

Y endliches Eingabealphabet, Q N'Y = ()
§C(Qx X xQ) Uberfihrungsrelation

(dh. 6:Q x ¥ — 29)

Menge von Startzustinden

Qo
F Menge der Endzustinde

0,
0,

Veranschaulichung :

Wir lassen folgende Situation zu :

d.h. ein NFA jkann®“ im Zustand ¢ bei Eingabe von « in verschiedene Zustande iibergehen
(,nichtdeterministische Auswahl*); alle Moglichkeiten sind zulassig.
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Wir kénnen 6 wieder verallgemeinern zu E¥
6 29 x ¥ — 29

6@, 0) = Q' fiir alle Q' C Q
0(Q ax):= U 6(6(q,a),x) firallea e X, v € X*
9€Q’
Definition

Ein NFA M akzeptiert w € ¥* =4 ¢ S(Qo,w) NF#£0
d.h. es existiert eine Berechnung, die in einen Endzustand fiihrt.

Bezeichnung: L(M) = {w € ¥* | §(Qo,w) N F # 0}

Beispiel

L(M)={we{0,1}* | w=1uw01}

Satz (Rabin, Scott)
Fiir jeden NFA M existiert ein DFA M’; so dafi L(M) = L(M").

Beweis:

Sei M = (Q,%,6,Qo, F') ein NFA.

Wir konstruieren einen DFA M’ mit L(M') = L(M):
M’ = (Q, 2,8, go, I) mit

Q = 29

S Y

P o= {QCQl@nF#0) A
6(Q,a) = qeLé/(S(q,a) =6(Q',a) fur alle Q' € Q,a € &

Firw=ay...a, € ¥* gilt:

w e L(M)

S(Qo, w) N #0

es existiert eine Folge ()1,...,Q, C () mit
‘?(Qo,al) = @1

6(Q1,a2) = Q2

—
—

S(Qn—laan) — Qn
1~1nd Q.NF#£0
§(Qo,w) € I°

w e L(M)

1
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ACHTUNG:
Wir kénnen nur fiir sehr wenige Berechnungsmodelle nachweisen, dal Nichtdeterminismus
keinen Gewinn an Rechenkraft bringt.

Beispiel Ein DFA| der den NFA aus dem vorherigen Beispiel simuliert:

Wir kénnen alle Zustdnde streichen, die nicht vom Startzustand erreicht werden kénnen.
Dadurch verdndert sich die ohne die Berechnungskraft des Automaten nicht:

ACHTUNG:
Hat ein NFA n Zustidnde, so kann der simulierende DFA 2" Zustande haben.
= Umformung NFA — DFA kann exponentielle Laufzeit besitzen.

Satz Fiir jede reguliare Grammatik ¢ existiert ein NFA M mit L(G) = L(M).

Beweis:
Sei G =(V,X, P,5).
Betrachte M = (@, ¥, 6,5, F) mit
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VU {ge}

{5}

{S,¢.}, falls S — O € P
.}, sonst

B € A a),falls A— aBeP
¢ € O(Aa),falls A—acP

~ O
I

Es gilt:
ap...a, € L(G)
<= es existiert eine Folge von Variablen Aq,... A, ; mit
S=umA = aaAy= .. .= a.. .01 A1 = ar. . ay,
<= es existiert eine Folge von Zustdnden Ay,... A,_1 mit

Al - 5(5, Gl),AQ - 5(141,@2), cees Qe - (5(An_1,an)
= ay...a, € L(M)

Damit haben wir insgesamt:
SATZ:

Jede von einem DFA erkannnte Sprache ist reguldr und jede reguldre Sprache kann von
einem DFA erkannt werden.

Beweis:

DFA — regulére Sprache — NFA — DFA

2.2 Regulire Ausdriicke

Regulére Ausdriicke sind spezielle Formeln zur Definition von Sprachen.

Definition (Regulare Ausdriicke)
Sei ¥ ein endliches Alphabet.
Fin regularer Ausdruck tiber ¥ ist ein Wort iiber dem Alphabet X U{O}U{(, ), 0, |, *} mit:

1. 0 ist ein regularer Ausdruck
2. O ist ein reguldrer Ausdruck
3. a ist ein regularer Ausdruck (fiir alle a € ¥)

4. Sind «, [ reguldre Ausdriicke, dann auch

(alB)
(¢) ()

5. Sonst gibt es keinen reguldren Ausdruck iiber .

Wir kénnen induktiv iiber den Aufbau jedem reguldren Ausdruck v eine Sprache L(7)
zuordnen:
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Definition
Sei 7 ein regularer Ausdruck iiber X. Es gilt:

L L(y)=10,falls y =10

2. L(y)={0}, fallsy =0

3. L(v) ={a}, falls y =a fira € &

4. (induktiv:)

(a) L(7)
(b) L(7)

L(a)L(p), falls v = af
L(a) U L(8), falls 7 = (al3)

Beispiel
Sei v = ((alb)*a). Dann gilt

(L(a) U L(b))"{a}
({a} U {b})"{a}
= ({a,0})"{a}

={w|w € {a,b}* und w = w'a}.
Bemerkungen

o Alle endlichen Sprachen sind durch reguldre Ausdriicke beschreibbar:
Sei L = {wy,...,wg}.
Dann gilt L = L(v) fiir v = (... ((wy]wq)]ws) . .. |wg)

e Sei L eine Sprache und L = L(y) fiir einen reguldren Ausdruck.
Dann existieren unendlich viele 4" mit L = L(4’). Man wahle zum Beispiel 4/ =

(), ...

Satz (Kleene)
Die Menge der durch reguldre Ausdriicke beschreibbaren Sprachen ist genau die Klasse der
reguldren Sprachen.

Beweis:

C: Sei L = L(7v), v ein regularer Ausdruck tiber ¥. Wir konstruieren induktiv tiber den
Aufbau von 5 einen NFA M mit L = L(M):

Induktionsanfang: v = (), 0,a € X: trivial
Induktionsschritt:
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1. Sei v = af.
Nach Induktionsvoraussetzung existieren NFA My, My mit L(M;) = L(«a) und
L(My) = L(B);
M:

yoerienschaltung® von My und Ms:
Seien M; = (Q;, 2, 6;, Qio, F7), 1 = 1,2, Q1 N Q2 = 0.
Definiere M = (Q), %, 6, Qo, F') mit

Q = Q1UQ

Qo = o, falls O & L(a)
Q10 U Q90, sonst

F = F2

Sg.0) = balgee). alls g € Q.

(

51(Q7x) falls q € Ql und 51(q7 )m Fl - @

01(q, ©) U Qgo, falls ¢ € Q1 und é1(q, 2) N Fy # 0
L(

Offenbar gilt: L(M) = L(My)L(My) = L(af).

2. Sei v = (a|f).
M sei der folgende , Vereinigungsautomat®:
Q = G1UQ
) = 51 U 52
Qo = (10U Q2o
F = F1 U F2
Offenbar gilt: L(M) = L(My)U L(My) = L(a) U L() = L(a|f).
3. Sei v = ().

Sei My ein NFA mit L(M;) = L(a). O.B.d.A.sei O € L(M;). (Ansonsten
betrachte M; wie My, aber mit zusatzlichem Anfangs- und gleichzeitig FEndzu-
stand. Dann ist offenbar L(M]) = L(M;) U{O}.)

Q = G

Qo = Qo

F = F1

6(q, ) = b1(q,x), falls 61(q, )N Fy =0

61(q, x) U Qo; sonst (,Riickkopplung®)
Offenbar gilt: L(M) = L(My)* = L(a)* = L(7).

2O: Sei L = L(M) fiir einen DFA M = (Q, %, 6, 1, F).
Wir konstruieren einen regulidren Ausdruck v mit L(v) = L(M):

Sei Q = {qlv"'vqn} und /= {qim"'vqim}'
Betrachte Rﬁj fir alle 4,5 € {1,...,n}, k€{0,...,n}.
Rfi={we ¥ §(qi,w) = ¢; und kein Zwischenzustand hat Index > k}
Offenbar gilt: L(M)= U RY;.
qjeF '
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Behauptung:
Die Mengen Rﬁj sind durch reguldre Ausdriicke beschreibbar.

Vollstandige Induktion iiber k:

k=0:
By = {aeX|dlg,a)=q}, 1#]
Ry = {0yuf{aeX|o(g,a) =g}
R?J, R?J» sind endlich = durch regulédre Ausdriicke beschreibbar

kEk—k4+1:
Es gilt Rﬁj’l = Rﬁj U Rﬁk+1(Rllz+1,k+1)*Rll§+Lj'

Ist L(af.) = R}, dann gilt L(afthy = R fir of ' = (of | of iy (af ) agyy 5)

= Fiir vy := (af ;| ... |of; ) gilt: L(y) = L(M) L}
2.3 Aquivalenzrelationen und Minimalautomaten

Man kann einer Sprache I C ¥* eine Aquivalenzrelation Ry auf ¥* zuordnen.
Definition

Sei L C X¥*.

Ry < firallez e ¥ gilt xz € L < yz € L.

Bemerkung

1. Ry ist Aquivalenzrelation:

(a) reflexiv
(b) symmetrisch

(c) transitiv

2. Aus aRpy folgt © € L <=y € L (setze z = 0O).

Aquivalenzrelationen erzeugen Einteilung in Aquivalenzklassen.

Index(Ry) := Anzahl der Aquivalenzklassen von Ry, (= Anzahl ¥*/Ry)

Beispiel

Sei L ={a"b" | n>1}

Ry [0 = {0}
[a] = {a}
[aa] = {a?}
@) = )

= Index(Ry) = o0

Satz (Myhill, Nerode)

Eine Sprache L ist reguldr genau dann, wenn der Index von Ry endlich ist.
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Beweis:

=) Sei L reguldr, M ein DFA M = (Q, X, ¢, qo, ) mit L(M) = L.
Wir ordnen M die Aquivalenzrelation Ry zu:

wRyv < S(qo, w) = S(qo, v), d.h. w und v iiberfithren M in den gleichen Zustand.

Behauptung: Ry C Ry (,,Verfeinerung“ von Ryp).
Sei wRyv = 8(qo, w) = 8(qo,v)
Sei z € ¥* beliebig.

wz € L = S(qo,wz) er
= S(S(qo,w),z) er
== S(S(va),z) er
= S(qo,vz) er
— wz€el

also whlpv.

Es gilt

Index(Ry) < Index(Ra)
= Anzahl der Zustande von M, die von ¢ erreicht werden kénnen
< #Q
< o0

<) Sei Index(Rr) = k < oo.

= es existieren endlich viele Worter wy, ..., wp mit ¥* = [wy] U [ws] U ...

Wir konstruieren DFA My, = (Q, X, 6, qo, F') mit

Q = Alwl,.. [l
o(w],a) = [wa] fiir alle ¢ € X
o =[]
F = {[wi]|w¢€[/,1§i§k}
Behauptung: L(M}) =
Es gilt 6([0],w) = [w] (nach Konstruktion) und
v E L(ML) <~ (E(q )
= o([o], )
— [ eF
— velL |
Beispiel

Sei L ={a"b" | n>1}
L ist nicht regulér, da Index(Ry) = oo

Beispiel
Sei L = {w € {0,1}* | w endet mit 11}.
[O0] = {v | v endet nicht mit 1}

[1] = {v|v endet mit 1, aber nicht mit 11}
[11] = {v|v endet mit 11}
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= {0,1}" = [BJu 1] U [11]

= Index(Rr) =3 < o0

= L ist regular

Der Aquivalenzautomat My, hat die Zustinde [O], [1], [11]:

o([0},0) = [0] = [O]
o(O),1) = [1]

o(11,0) = [10] = [0O]
o(1],1) = [11]

o([11],0) = [110] O]
o([11],1) = [111] = [11]
g0 = [O]
1= {[11]}

Zugehorige graphische Darstellung :

Verschiedene DFA koénnen die gleiche Sprache erkennen:
Definition

Sei L C ¥*.

M =(Q,%,6,qo, F') heift Minimalautomat fiir L, falls

1. L(M) =1L

2. Fir alle DFA M' = (Q', X, ¢, ¢, F') mit L(M') = L gilt
#Q' > #0

Satz

Sei [ C ¥* regulér.

Dann existiert ein Minimalautomat My, fiir L, der bis auf Isomorphie (also Umbenennung
der Zustande) eindeutig bestimmt ist.

Beweis:

1. Existenz:
Behauptung: Der Aquivalenzautomat My, fiiv L ist Minimalautomat fiir L.
Beweis: Wir wissen aus dem Satz von Myhill-Nerode:
Ry € Ry, = Ry, fir alle M mit L(M) = L(My,)
= #Qn > #Qn, fir alle M mit L(M) = L.
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2. Eindeutigkeit:

Wir konnen sukzessive Zustiande von zwei Minimalautomaten mit minimaler Zu-

standszahl identifizieren (und damit eine Isomorphie angeben)

Wir wollen testen, ob ein gegebener DFA M ein Minimalautomat ist:
O.B.d.A. sei M zusammenhangend, d.h. S(qo, ) =0Q.
M =(Q,X%,6,qo, F) ist nicht minimal

< esex. ¢# ¢ € Q, so dab fir alle w € ¥*: S(q,w) €l <— g(q’,w) cr

g und ¢' kénnen identifiziert werden, ohne die von M erkannte Sprache zu verandern.

ALGORITHMUS:

Eingabe:

DFA M = (Q, X, 6,0, F) (mit 6(go, X*) = Q)
Ausgabe:

Angabe aller identifizierbaren Zustandspaare:
1. Stelle Tabelle aller Zustandspaare (¢, ¢’) mit ¢,¢" € Q und ¢ # ¢ auf

2. Markiere alle Paare (¢, ¢’) mit ¢ € F' und ¢’ € F' (oder umgekehrt)

3. Teste fiir jedes noch unmarkierte Paar (¢, ¢’) und jedes a € ¥, ob (6(¢,a),6(¢’,a))

bereits markiert ist.
Wenn ja: markiere (¢, ¢')

4. Wiederhole den letzten Schritt, bis sich keine Anderung mehr ergibt.

5. Sind (¢, ¢') nicht markiert, so konnen ¢ und ¢’ zu einem Zustand verschmolzen werden.

Bemerkung
Man kann den Algorithmus in Zeitkomplexitiat O(n?), n = #(Q, ausfiihren.

Beispiel
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= Wir kénnen (qo, ¢2) und (¢1, ¢3) identifizieren und erhalten den Minimalautomat:

2.4 Periodizitatseigenschaften

Wichtigstes Hilfsmittel zum Nachweis der Nichtregularitét.

Satz (Pumping Lemma, uvw-Theorem, Schleifenlemma, Iterationslemma)
Sei L eine reguldre Sprache.
Dann existiert ein n € IN, so daf} sich alle « € L mit |z| > n zerlegen lassen in z = uvw

mit:
L. o] >1
2. |uv| <n

3. Fiir alle ¢ € IN gilt: wv'w € L

Beweis:

Da L regular ist, existiert ein DFA M fiir L.

Sei n die Anzahl der Zustinde von M und @ € L mit |z| > n

= M akzeptiert z.

Beim Abarbeiten von a durchlduft M genau ||+ 1 Zustdnde (einschlieBlich Startzustand);
wegen |z| > n durchlduft M einen Zustand zweimal (Schubfachprinzip).

Wir setzen @ = wvw so, da} die Zustdnde nach Lesen von w und nach Lesen von uwv
tibereinstimmen und Bedingungen (i) und (ii) erftillt sind.

= M erreicht den gleichen Endzustand beim Lesen von uw, uvw, uvw, ...

= Bedingung (3)

ACHTUNG:
Das Pumping Lemma liefert keine &dquivalente Charakterisierung von Typ 3—-Sprachen.
Anwendung zum Nachweis der Nichtregularitat.

Sprachen, die nicht regulér sind
nach Pumping Lemma
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Beispiel
Sei L = {a™ | n ist Primzahl}
Behauptung: L ist nicht regular.

Annahme: L ist regular.

= Hinreichend lange = a' € L kénnen zerlegt werden als = uvw mit u = a?, v = af,
w=a" und 1 = p+ ¢ + r. Nach dem Pumping Lemma ist mit a' auch jedes a?a"%a" in L
fir alle n € IV

Das ist ein Widerspruch, da firn =p+2¢+r+2gilt p+ng+r=(¢g+1)(p+2¢+r) M

Beispiel

Sei L ={a"b" | n>1}

Behauptung: L ist nicht regular

Annahme: L ist regular.

= es existiert ein n, so daB jedes x € L mit |z| > n gem&B Pumping Lemma zerlegbar ist.
Betrachte ¢"b" = uow

. Fall: v =da'
= u=ca' und w = a" YT’
= wv?w = ¢ THTH T ¢ [, Widerspruch!

. Fall: v =0
Widerspruch analog zu 1. Fall
. Fall: v=a"b", r,s>1
= u=a,w=>1"*°
= uviw = a'a"b*a" b6’ € L, Widerspruch! [

2.5 Abschlufleigenschaften

Wir untersuchen nun den Abschlufl der Menge der regularen Sprachen gegeniiber gewissen
Operationen. Wichtigste Beweistechnik ist die Simulation.

?)?;ZMenge der reguldren Sprachen ist abgeschlossen bzgl.:
1. Vereinigung (L U L)
2. Durchschnitt (L N L")
3. Komplement (L = ¥* — L)
4. Produkt (LL')

5. Sternoperation (L* = |J L")

Beweis:

(1), (4), (5) folgen aus dem Satz von Kleene:

Sind L, L" durch reguldre Ausdriicke «, # beschreibbar, so sind LUL’, LL’, L* beschreibbar
durch die regularen Ausdriicke (a|3), af und (a)*.



noxuvbLAfry DA UITIVIN

(3): Sei L akzeptiert von DFA M = (Q, X, 6, qo, F').

Betrachte M = (Q, %, 8, o, Q — F).

Offenbar gilt: L(M) =X* — L = L, d.h. L ist regulir.

(2): Wegen LN L' = L UL folgt (2) aus (1) und (3).

Direkte Konstruktion:

Seien M = (Q,%,6,q0, F), M' =(Q', 2,8, ¢, F'') DFAs fiir L und L'.
Betrachte den ,, Kreuzproduktautomat*

M=(Q xQ.%,6 (qo0.q)), F x F') mit

8((z,7),a) = (8(z,a),8(z', a)).

Offenbar gilt L(M) =LNL.

2.6 Algorithmische Eigenschaften

Wir kénnen algorithmische Verfahren zur Lésung vieler Probleme fiir reguldre Sprachen
bzw. endliche Automaten angeben.

Satz
Die folgenden Probleme fiir regulare Sprachen (endliche Automaten) sind entscheidbar,
also algorithmisch 1ésbar:

1. Wortproblem
Gegeben w € ¥*, (7 reguldre Grammatik (M endlicher Automat)
Frage: w € L(G)? (w € L(M)?)

2. Leerheitsproblem
Gegeben (@ regulire Grammatik (M endlicher Automat)
Frage: L(G) =07 (L(M)=07)

3. Endlichkeitsproblem
Gegeben (@ regulire Grammatik (M endlicher Automat)
Frage: #L(G) < 00? (#L(M) < o?)

4. Schnittproblem
Gegeben (7, (' reguldre Grammatiken (M, M’ endliche Automaten)
Frage: L(G)N L(G') =07 (L(M)N L(M") =07)

5. Aquivalenzproblem
Gegeben (7, (' reguldre Grammatiken (M, M’ endliche Automaten)
Frage: L(G) = L(G")? (L(M) = L(M")?)

Beweis:

1. bereits gezeigt fir Typ 1, Typ 2, Typ 3 Grammatik.
Ist L durch DFA M gegeben, so hat folgendes Verfahren lineare Laufzeit:
x wird Buchstabe fiir Buchstabe im Zustandsgraphen von M verfolgt. Ist der er-
reichte Zustand ein Endzustand, so gilt = € L.



noxuvbLAfry DA UITIVIN

2. L(M) =0 <= Im Zustandsgraph von M existiert kein Pfad vom Startzustand
zu einem terminalen Zustand. D.h. ist L durch M gegeben, iiberpriife, ob ein Weg
der Lénge kleiner oder gleich der Anzahl der Zustidnde vom Startzustand zu einem
terminalen Zustand existiert.

Fiir Grammatiken kénnen wir das Leerheitsproblem mit dem Pumping Lemma l6sen:
Sei n aus Pumping Lemma. Dann gilt

L#0 <= esexistiert ein w € L mit |w| < n.

Bew. <) trivial!

=): Sei L(G) # 0, w € L mit minimaler Linge.

Annahme: |w| > n

= w =wuvx, |v| > 1 und vz € L,

Widerspruch zur Minimalitdt von w, denn |ux| < |w],

d.h. ein Entscheidungsalgorithmus fiir das Leerheitsproblem muf} nur fiir alle Worter
w mit |w| < n iberpriifen, ob w € L.

3. Sei n aus dem Pumping Lemma. Dann gilt
#IL =00 <= esexistiert ein w € L mit n < |w| < 2n.
Bew. <): Sei @ € L mit n < |z| < 2n
= = uvw und {uww'w |i € N} C L
= #L = oco.
=): Sei #L =
Falls das kiirzeste Wort @ € L mit |z| > n Lange > 2n hat,
= ¢ = wvw und vw € L, wegen |v| < |uv| < n gilt |uw| > n im Widerspruch zur
Konstruktion von =z,
d.h. der Entscheidungsalgorithmus fiir das Endlichkeitsproblem tiberpriift alle Worter
x mit n < |z| < 2n, ob z € L.

4. Wir kénnen aus G, G' (M, M') effektiv G (M) konstruieren mit L(é) = L(G)NL(G")
(L(M) = L(M) N L(M"))
= Schnittproblem fiithrt auf Leerheitsproblem

5. Wir konstruieren zu M, M’ Minimalautomaten und testen diese auf Isomorphie.
Es gilt
L=I<+ (Lnl)u(Lnl)=90
= Wir kénnen das Problem nach Ausfithrung von Schnitt- ,Vereinigungs- und Kom-
plementbildung auf das Leerheitsproblem reduzieren.

Bemerkung zur Effizienz

e Alle DFA-basierten Algorithmen haben Komplexitit O(n?), (n = #Q)

e Sind Sprachen durch NFA, Grammatiken oder reguldre Ausdriicke beschrieben, so
ist z.B. das Aquivalenzproblem NP-hart!
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3 Kontextfreie Sprachen

o Regulidre Sprachen sind in der Anwendung recht eingeschrénkt.
Z.B.ist L ={a"b" | n > 1} nicht regular.

o Die nichsthohere Klasse in der Chomsky Hierarchie bilden kontextfreie Sprachen
(Typ 2).

o Kontextfreie Sprachen sind sehr gut geeignet zur Beschreibung von Klammerungen.
Beispiel

1. Beliebig geklammerte arithmetische Ausdriicke:
E—T | E4T
T—F | TxF
F—a | (F) Klammerungen: (und )

2. Anweisungen in MODULA:

<Anweisung> — <While-Anweisung> |
<If—=Anweisung>
<While-Anweisung> — WHILE <Bedingung> DO
<Anweisung> END
<IF-Anweisung> — IF <Bedingung> THEN
<Anweisung> END
<Bedingung> —
Klammerungen:
DO und END
THEN und END

o Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist echt umfangreicher als die Klasse der re-
guléren Sprachen.
Beispiel
L ={a"b" | n > 1} ist kontextfrei: S — ablaSb

3.1 Normalformen

Wir wollen nun kontextfreie Sprachen auf eine moglichst einfache Normalform bringen.
Vorbemerkungen:

1. Wir wissen bereits, daf} jede kontextfreie Sprache O-frei gemacht werden kann.
2. Wir koénnen alle Regeln A — B, A, B Variablen eliminieren:

e Ziehen , Ketten“ zusammen:

Sei B — B,
B2 — B3

Bk—l — Bk

Bk — Bl



9 NUINILIIA L P I D inA U vN

wobei By, ..., By Variablen sind.

Wir ersetzen By, ..., By durch eine bisher nicht vorkommende Variable B.

Bemerkung
Ketten sind algorithmisch einfach aufzuspiiren, da die Anzahl der Variablen
endlich ist.

e Numerieren Variablen V = {A41,..., A, } so, daB fiir A, — A; € P stets gilt:

1 <J;
starten mit £ = n — 1,...1 und eliminieren Regeln Ay — Ay fiir £/ > k wie
folgt:
Gilt Ay — @q|za|...|zs, dann fiigen wir Regeln A, — zq|as]. .. |2s hinzu

und streichen A, — Ay.
So erhalten wir eine kontextfreie Grammatik ohne Regeln der Art A — B, A,
B Variablen, die die gleiche Sprache erzeugt.

Definition (Chomsky Normalform (CNF))

Eine kontextfreie Grammatik G mit O ¢ L(G) heit Chomsky Normalform
=4e5 alle Regeln haben die Form A — B( oder A — «
fiir Variablen A, B, C' und terminales Symbol a.

Bemerkung

1. Die Ableitungsbdume fiir CNF-Grammatiken sind binire Baume.

2. Es gilt:
Jedes w € L(G) wird in genau 2|w| — 1 Ableitungsschritten erzeugt.

Satz
Zu jeder kontextfreien Grammatik G mit O ¢ L(() existiert eine CNF-Grammatik G mit
L(G) = L(G").

Beweis:
Sei G =(V,X, P,5).
O.B.d.A. haben alle Regeln von P die Form:

1. A—ua (AeV,ael)
2. A—x (Ae Ve e (VUX), |z >2)

Fiir jedes @ € X fiigen wir eine neue Variable A, zu V und die Regel A, — a zu P hinzu.
Wir ersetzen dann jedes Vorkommen eines Terminals a auf der rechten Seite einer Regel

vom Typ (2) durch die Variable A,.

= Wir haben nur noch Regeln A — «a

Wir miissen lediglich noch Regeln der Form A — By ... By, k > 3 umwandeln.
Wir fiigen neue Variablen C, ..., Cj_1 hinzu und ersetzen:
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durch:
A e 3102
CQ e BQC,?)
Cy—1 — By_1 By,
Beispiel
Betrachte L = {a"b"c¢™ | n,m > 1}. L ist kontextfrei:
S — AB
A — ablaAb
B — ¢[cB
Umformen in CNF ergibt:
S — AB B — A.B
A, — «a A — A4
Ay, — b A — AD
A, — ¢ D — AA,
B — ¢

Eine weitere wichtige Normalform fiir kontextfreie Grammatiken ist die Greibach-Normal-
form:

Definition (Greibach Normalform (GNF))

Eine kontextfreie Grammatik G = (V, X, P,.S) mit O ¢ L(G) ist in Greibach Normalform
=4ef alle Regeln haben die Form A — aB; ... By,
firae X, B,eV,1<i<k

Bemerkung
Die GNF erweitert regulare Grammatiken: fiir regulére Grammatiken gilt & = 0 oder

k=1.

Satz

Zu jeder kontextfreien Grammatik G mit O ¢ L(() existiert eine GNF-Grammatik G’ mit
L(G) = L(G").

3.2 Pumping Lemma

Satz (Pumping Lemma, uvwazy-Theorem)
Sei L eine kontextfreie Sprache. Dann existiert ein n € IV, so daf} sich alle Wérter z € L,
|z| > n, zerlegen lassen in z = uvwzy mit

L. Jvz| >1
2. lowz| <n

3. fiir alle ¢+ > 0 gilt: uviwa'y € L.
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Zum Beweis verwenden wir das folgende Lemma:

Lemma
Sei B ein binirer Baum mit mindestens 2¢ Blattern.
Dann existiert in B mindestens ein Pfad der Lange > k.

Beweis:
(Induktion tiber k)
k=0: trivial (jeder Baum hat einen Pfad der Lange > 0)

k—1—k: Sei B Baum mit > 2* Blattern:

= B, oder By hat > 25! Blatter.
= In B; oder B, existiert ein Pfad der Lange > k — 1
= In B existiert ein Pfad der Lange > k. |

Beweis: (des Pumping Lemmas)

Sei G = (V,%, P,S) Grammatik fiir L — {0} in CNF.

Sei k:= #V und n := 2%

Betrachte Ableitungsbaum T fiir beliebiges z € L(G) mit |z| > n

= T ist ein bindrer Baum, da GG in CNF
alle Knoten bis auf die Knoten der letzten Schicht haben 2 S6hne
T hat > n = 2F Blatter

= wegen des Lemmas existiert ein Pfad der Linge > k
Sei p ein Pfad maximaler Lange in 7', d.h. |p| > k

= wenigstens eine Variable A kommt zweimal vor (Schubfachprinzip)
bestimme erstes doppeltes Vorkommen von A von unten nach oben

= oberes Vorkommen von A hat von Blattern den Abstand < k
Betrachte Teilworter, die aus den beiden A’s abgeleitet werden kénnen.

Behauptung:
Die Zerlegung z = uvway hat die gewiinschten Eigenschaften (1) — (3):
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zu (1): Da G in CNF
= aus dem oberen A wird gemdl A — BC' abgeleitet
= |v| > 0 oder || >0
= (1)
zu (2):  Oberes A hat von Blattebene Abstand < k
= |lowz| <28 =n
zu (3):  Wir kénnen den Ableitungsbaum aufgrund des Doppelvorkommens von A auf
verschiedene Arten modifizieren:
zum Beispiel:

= uwy = uw’wa’y € L(G)

oder:

= wv?wz?y € L(G)
allgemein gilt: uwv'wz'y € L(G) fiir alle 7 > 0 |

Anwendung des Pumping Lemma:

L. L=Aad™b"c™ | m > 1}
Behauptung: L ist nicht kontextfrei.

Beweis:
Annahme: L ist kontextfrei

= es existiert n mit z = 0" ¢™ = wvwzy mit (1)-(3), falls 3m > n.
Insbesondere z = a"b"c" = uvwzy
wegen (2) kann vwa nicht aus a’s, b’s und ¢’s bestehen
wegen (1) ist va # O
wegen (3) gilt uvwaly = uwy € L, aber uvwy # a’b ¢ fiir alle j
= Widerspruch. [

Bemerkung

L ist kontextsensitiv

= {kontextfreie Sprachen} C {kontextsensitive Sprachen}
(echt enthalten!)
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2. L ={a" | nist Quadratzahl}
Behauptung : L ist nicht kontextfrei.
Beweis:

Annahme: L ist kontextfrei
= es existiert ein n mit ¥ = 2z = uvwzy, k2 > n
und wvlwa'y € L fiir alle ¢ > 0
= k? + i % |vz| Quadratzahl fiir alle 7 > —1, Widerspruch. |

Beobachtung:
Uber einem Alphabet mit 1 Element kann das Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprache
in das Pumping Lemma fiir regulére Sprachen tiberfithrt werden.

Satz
Jede kontextfreie Sprache iiber einem Alphabet ¥ mit #X =1 ist regulér.

3.3 Abschlufleigenschaften

Satz
a) Die Menge der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen beziiglich:
(1) Vereinigung (L U L')
(2) Produkt (LL')
(3) Sternoperation (L* = {J L")

n>0
b) Sie ist nicht abgeschlossen beziiglich:
(1) Durchschnitt (L N L')

(2) Komplement (L)

Beweis:
Seien L; (i = 1,2) kontextfreie Sprachen,
G, = (V;, X, P, S), (Vi NV = 0) kontextfreie Grammatiken fiir ;
zua(l): G:=(ViUVWU{S}HL Y PLUPU{S — 5|95},9) firein S ¢ V; UV,
i1st kontextfreie Grammatik fir L; U Ly
zua(2): G:=(VuWu{S} ¥, PLAUPU{S — 515},)9)
st kontextfreie Grammatik fiir L Lo
zua(3): G:=(Vu{s}X PU{S— 0O]55},5)

ist kontextfreie Grammatik fiir L}

zu b(1): Ly = {a't’c | 4,7 > 1} ist kontextfrei;
Ly = {a'b'c’ | 1,7 > 1} ist kontextfrei;
aber L; N Ly = {a'b’c’ |+ > 1} ist nicht kontextfrei.

zu b(2):  Annahme: Kontextfreie Sprachen sind abgeschlossen beziiglich Komplement

= L1 N Ly = Ly U L, wire ebenfalls kontextfrei,
im Widerspruch zu b(1). O




9 NUINILIIA L P I D inA U vN

3.4 Algorithmische Eigenschaften

Satz
Die folgenden Probleme fiir kontextfreie Sprachen sind algorithmisch 16sbar:

1. Wortproblem:
Gegeben: kontextfreie Grammatik G, w € ¥~
Frage: w € L(G)?

2. Leerheitsproblem:

Gegeben : kontextfreie Grammatik ¢
Frage: L(G) =07

Beweis: (1) haben wir bereits fiir Typ 1-, Typ 2— und Typ 3-Sprachen gezeigt, fiir kon-
textfreie Sprachen kénnen wir auch einen effizienten Algorithmus angeben, den ,CYK —
Algorithmus“ (Cooke, Younger, Kasami):

Sei (¢ eine kontextfreie Grammatik in CNF, w =a € X.

= w aus A € V ableitbar
<= es existiert eine Regel A — «

Seinun  w = ay...a,, (n>2)
= w aus A € V ableitbar
<= es existiert ein k, 1 < k < n, und eine Regel A — BC',
so daB} ay ...a; aus B ableitbar und ajyq ... a, aus C.
= Ableitungsproblem fiir Wérter der Lange n kann tiberfithrt werden
in zwei Ableitungsprobleme der Langen k£ und n — k
Wegen w € L(G) = w aus S ableitbar, liefert die Losung des
Ableitungsproblems auch eine Lésung des Wortproblems.
— ,Dynamisches Programmieren®
Wir untersuchen systematisch alle Teilwérter von w auf Ableitbarkeit aus Variablen von
(i, speichern erzielte Information in einer Tabelle und kénnen bei der Untersuchung von
Teilwort der Lange m < n auf bereitgestellte Information tiber Teilworter der Lange < m
zuriickgreifen.

Bezeichnung: Sei w =ay ... Qi ... Cigjq . Ay
—_———

wy = Teilwort der Lange j

Wir arbeiten mit Tabelle T[1...n,1...n]
Tl,j]={A €V | A— w,;}; es geniigt, die obere Dreiecksmatrix zu betrachten.
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CYK — Algorithmus

Eingabe: w =a;...a,, G kontextfreie Grammatik
Ausgabe: w € L(G), falls S € T[1,n]
w ¢ L(G), sonst

FOR ¢:=1TO n DO (*Fall j =1%)
END;

FOR j:=2TO n DO (*Fall j > 17%)
FOR::=1TOn+1-4 DO
T[i, 5] := 0;
FOR k:=1TO j —1 DO
T, j] =T}, j]U{A|A— BC e P, BeT[i,k],C e Tli+k,j—kl|};
END:
END:
END;

?

IF S € T[l,n] THEN WriteString('w € L(G)’)
ELSE WriteString('w ¢ L(G)’)

END;

Analyse: Laufzeit O(n?)

Bemerkung:

Der CYK — Algorithmus leitet einen Ableitungsbaum von den Blattern beginnend ab (,,bot-

tom up*)

Beispiel
Sei L = {a"t"¢™ |n,m >1}
rP : S— AB
A — ablaAb
B — c|cB

1. Umformung in CNF :

S — AB

A — A AAF
B — (¢|AB

A, — a

Ab — b

A, — ¢

S — AA

2. Anwendung des CYK — Algorithmus:
Sei w = aaabbbee. Das ergibt die folgende Tabelle:
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w a a a

U Ay | Ay | As | Ay | Ay | Ay | A, B | AL B
9 A B

3 F

4 A

5 F

6| A

TS

8|S

Wegen S € T1, 8] gilt aaabbbee € L(G).

Satz
Die folgenden Probleme fiir kontextfreie Grammatiken sind nicht entscheidbar.

1. Schnittproblem
Gegeben: (1, (5 kontextfrei
Frage: L(G1) N L(Gy) = 07

2. Aquivalenzproblem
Gegeben: (1, (5 kontextfrei
Frage: L(Gy) = L(Gy)?

3. Mehrdeutigkeitsproblem
Gegeben: G kontextfrei
Frage: Ist G mehrdeutig, d.h. existiert w € L(G) mit zwei verschiedenen Ablei-
tungsbaumen?

(ohne Beweis)

3.5 Pushdown Automaten

Wir erweitern den endlichen Automaten, um ein Berechnungsmodell fiir kontextfreie Spra-
chen zu erhalten.

Wir miissen den NFA mit einem Speicher ausstatten. Der Speicher dart nicht zu ,méachtig’
sein, sonst erhalt man eine Turing Maschine (TM).

Wir verwenden einen Pushdown Speicher (Keller, Stack).

¢

Zur Erinnerung:

Kellerspeicher: last in — first out Speicher
2 Operationen: PUSH (Einkellern)
POP (Auskellern)

Definition
Ein Pushdownautomat (Kellerautomat, Stackautomat, ...) (PDA) ist ein 6-Tupel

M = (Q7 27 Fv 57 qo, #)
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Q endliche Menge von Zustdnden

Y = endliches Fingabealphabet

r = endliches Kelleralphabet

1) Q x (SU{DY) xT — P.(Q xT=)  Uberfihrungsfunktion,
(P.(Q x I'") = Menge der endl. Teilmengen von (Q x I'*))

go € ) = Startzustand

# €' = unterstes Kellerzeichen (zu Beginn jeder Rechnung im Keller)

e (¢,B1...By) € 6(q,a,A) bedeutet:

liest M im Zustand ¢ das Eingabesymbol a und hat Zugriff auf oberstes Kellerzeichen
A, dann kann M in Zustand ¢’ iibergehen und im Keller das oberste Zeichen A durch
die Zeichenkette By, ..., By, (k > 0) ersetzen; M hat nun Zugriff auf das zuletzt
geschriebene Kellerzeichen Bj.

Ausfithrung der Operation POP: Wiahle k& = 0.

Ausfithrung der Operation PUSH: B, ... B, = BA.

(¢',B1...By) € 6(¢,0,A) bedeutet:
M kann ohne vom Eingabeband zu lesen in den Zustand ¢’ iibergehen und das Kel-
lerzeichen A durch die Zeichen By, ..., By ersetzen. (B zuletzt)

M akzeptiert w € ¥*,
falls der Keller nach einer méglichen Abarbeitung von w leer ist.

Formaler:

K € @ x ¥ x I'" heifit Konfiguration von PDA M.

Dabei beinhaltet die ¥*-Komponente die Beschreibung des noch zu lesenden Teils der
Eingabe, die I'*-Komponente den aktuellen Kellerinhalt (oberstes Zeichen steht ganz links).
K — K’ : K’ geht in einem Schritt aus K hervor“:

(907G1---Gn,A1---Am) =

(¢’ ay...an,Br... BrAsy.. . Ay),
falls (¢', By ... By) € 6(q, a1, A1)
(¢’ ar...an,B1... BrAsy.. . Ay),
falls (¢/, B1...By) € 6(¢,0, Ay)

—* bezeichnet die reflexive und transitive Hiille von .
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Definition
L(M):={w e X | (qo,w,#) —" (¢,0,0) flreing € Q} ist die vom PDA M akzeptierte
Sprache.

Beispiel

1. L= {w$w? | w € {a, b} mit wl =a,...a, falls w=ay...a,}.
Wir wollen einen PDA M beschreiben mit L(M) = L:

M = ({q07 q1}7 {Cl, bv $}7 {#7 A7 B}7 57 9o, #)
Wir schreiben anstelle von (¢, x) € 6(q,a, A) kurz: qaA — ¢'x:

61 qoa# — qoA#
goa A — qAA
goa B — ¢AB
qob# — qoB#
GobA — qBA
gobB — qBB
Q5# — qi#
q3A — 1 A
G038 — B
qaA — ¢ 0
@bB — 0

¢ 0# — ¢0
Betrachte ba$ab:

(qo, baSab, #) (go, aSab, B#)
(o0, Sab, AB#)
(g1, ab, AB#)
(q1,0, B#)
(q1,0,#)
(0, D)

111111

= baSab € L(M).
Man tiberlegt sich leicht allgemein, daff L(M) = L gilt.
2. L' = {wwh | w € {a,b}"}

6" ist definiert wie ¢, nur anstelle der Ubergange von qo$#, ¢o5A und ¢o$B nehmen
wir dazu:

T
qobB — ¢, 0 M’ ist nichtdeterministisch!
q@B# — ¢ 0

Betrachte aabbaa:
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fyl?fs(ze Konfigurationen:

(O) (go, aabbaa, #) > (g1, aabbaa, O)

a (go, abbaa, A4t)

a (qo, bbaa, AA#L) (g1, bbaa,#£) — (g1, bbaa, D)

b (go, baa, BAA)

b (qo,aa, BBAA#) (g1, aa, AA#)

a (qo,a, ABBAA#) (g1, a, A4t)

a (g0, 0, AABBAA#) (g1, 0, BBAA#) (g1, 0,4) v (g1, 0,0)

Wir brauchen den Nichtdeterminismus, um die Wortmitte zu ,erraten®.
Es gilt: L(M'") = L'.

Bemerkung

Es existiert kein deterministischer PDA M mit L(M) = L'.

Satz
L ist kontextfrei genau dann, wenn ein PDA M mit L(M) = L existiert.

Beweis:

=)

Sei G = (V, 3, P,S) kontextfreie Grammatik fiir L.

Wir konstruieren einen PDA M, der Ableitungen von G mit Kellerinhalt simuliert.
Sei M = ({g},%,V US,4,q,5)

Definiere 6 mit Hilfe von P:

l. Fir A — o, a € (VUY)" setzen wir (¢,a) € §(¢,0, A)
D.h.: ist oberstes Kellersymbol eine Variable, dann wird ohne zu lesen eine P-Regel
angewendet.

2. Fir a € ¥ setzen wir (¢,0) € 6(q,a,a)
D.h.: ist oberstes Kellerzeichen ein Terminalsymbol und stimmt dieses mit dem Ein-
gabesymbol iiberein, so wird es aus dem Keller gestrichen.

Es gilt fiir alle w € ¥*:

w e L(G)

<= es existiert eine Ableitung in ' der Form:

S=...=w

<= es existiert eine Folge von Konfigurationen von M der Form:
(q,w,S) e (q,D7D)

< w € L(M).
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=)

Sei M =(Q, %, 1,6, q0,#) ein PDA und L = L(M).
0.B.d.A. gelte gaA — ¢'By ... By mit k < 2,

ansonsten

quA — ¢'By ... By mit k> 2

ersetzen durch qaA — ¢:By_1 By

OBy — @2 Br_2 B4

qr—20B; — q'3132

Wir konstruieren eine Grammatik ¢, die Rechenschritte von M durch eine Linksableitung

simuliert:
G = ({StuQ)xI'x@Q,X,PS)
mit
P = {S—> qu#vQ)|q€Q}
U {(g,A,¢) — al(q,0) € 6(g,a, A)}
U (g, A, ¢") — alqr, B,q) | (1, B) € 8(q,0,A),¢' € @}
U {(g,A.¢") — alqr, B, g2)(2, €, ¢') | (g1, BC) € 8(q, 0, A), ', 42 € Q}
Achtung
G kann O-Regeln enthalten, da ¢ = O moglich. In diesem Fall eliminieren wir die O-Regeln
wie gehabt.
Behauptung

Fiir alle w € ¥~ gilt:
(¢, A,q") =" w genau dann, wenn (¢, w, A) —* (¢’,0,0)

Beweis:

Sei a € X U {O}.
(Q7A7q/):>a — (q,A,q')—>a€P

< (¢,0)€d(q,a,A)
— (¢,a,A)— (¢',0,0)

Fiir |w| > 1 fithren wir den Beweis per Induktion:

=)

Induktion iiber Zahl n der Rechenschritte von M

n=1:

klar (s.o0.)

n—mn+1l: w=ay,a€XU{O} und

(Q7 ay, A) - (917 Y, Oé) _>+ (qlv D7 D)
(dabei ist o der Kellerinhalt)
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1. Fall: o= 0.
kann nicht eintreten, da (¢1,y,0) ohne Folgekonfiguration

2. Fall: a=B.
= (q1,B,¢') ="y (nach Induktionsvoraussetzung)
und in P muf} die folgende Regel existieren:
(¢, 4,¢") — alar, B, )
= (0. 4,¢) = alq, B,¢') =" ay = w
3. Fall: o= BC.
Wir kénnen (¢1,y, BC) —* (¢/,0,0) in zwei Teile zerlegen:
(¢1,y, BC) —" (g2,y2,C) und
(92,92, C) =" (¢, 0, 0) (1) wobei y = y1ys;
fiir y1 gilt: (q1,51, B) =" (¢2,8,0)  (2)
Nach Ind. Vor. folgt (¢1, B,q2) = y1  (aus (2)),
und (g2, C,¢") =" y2  (aus (1)).
In P muf die folgende Regel existieren:
(¢, A,q") — alq1, B,¢2)(¢q2,C,¢") (1. Rechenschritt)
= (0. A4,¢) = a(q1, B, ¢2)(2,C, ¢)
=" ayi(q2, 0, q') =" ayiys = ay = w
=)
Induktion tiiber die Lange & der Linksableitung:
k = 1: klar (s.0.)
k—1— k:
L. Fall: (¢,A,¢)=a="w
= w = a, im Widerspruch zu k > 1

2. Fall: (¢, A,¢) = alq, B,¢") =" ay = w
= (QhB) S 5(Q7a7‘4)
und nach Ind. Vor. (¢1,y, B) —* (¢’,0,0)
= (q,ay, A)— (q1,y, B) —* (¢, 0,0)
3. Fall: (¢, A,¢) = alqr, B,¢2)(¢q2,C.¢') =" ay =w
= (q1, BC) € 6(¢,a, A) und
nach Ind. Vor. (¢1,y1, B) —* (¢2,0,0),
(42, 92,C) =" (¢',0,0)  mit y = y1ys
= (¢, ay1y2, A) = (q1, y1y2, BC) =" (g2, 42, C) =" (¢',0,0)

Insgesamt erhalten wir:

we L(M) < (q,w,#)—"(¢,0,0) fiireinqe Q
— S= (g, #.,9)=>"w fireinge@
— we LG) [

3.6 Deterministisch kontextfreie Sprachen

Wir haben gezeigt:
L ist kontextfrei <= es existiert ein nichtdeterministischer PDA M mit L = L(M).
Welche Auswirkung hat die Beschrankung auf deterministische PDAs?
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Definition
Ein PDA M heifit deterministisch
=4y furalleqge @Q,ae X, Acl gilt:
#6(q,a,A)+ #6(¢q,0,A) < 1, und es existiert eine Menge F' C ()
von Zustdnden, so dafl M akzeptiert, falls M einen Zustand ¢ € F' erreicht.
Bei deterministischem PDA sind Konfigurationshdume linear, und + ist
partielle Funktion mit (go,w,#) +— k1 — ko — ... = Ky — ...

Beispiel
L={a...a,%a,...a1 | a; € ¥} wird von einem deterministischen PDA akzeptiert.

Definition

L C ¥* heifit deterministisch kontextfrei
=4ey L wird von einem deterministischen PDA akzeptiert.

Satz
Die Menge der deterministisch kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen beziiglich Kom-
plement.

Beweis:
Sei L deterministisch kontextfrei und M ein deterministischer PDA mit L = L(M). Wir

konstruieren einen deterministischen PDA M’ mit L(M') = L:

Problem: deterministische PDAs kénnen nach Lesen der Fingabe durch O-Bewe-
gungen akzeptierende oder nichtakzeptierende Zustande erreichen.

m M/:(Q X {17273}7275/7q07#7QX {3})

(g,1) wird erreicht, wenn M Zustand ¢ erreicht und seit dem letzten Lesen
eines Buchstabens einen akzeptierenden Zustand erreicht hat.

(¢,2) wird erreicht, falls M Zustand ¢ erreicht, ohne seit dem letzten Lesen
eines Buchstabens einen akzeptierenden Zustand erreicht zu haben.

Anfangszustand:  (go, 1), falls ¢o € F
(q0,2), somst

Liest M in Zustand ¢ bei Kellersymbol A den Buchstaben a € ¥, so soll dies M’ im
Zustand (¢, 1) ebenfalls tun; im Zustand (¢, 2) soll M’ jedoch mit einer O-Bewegung in Zu-
stand (¢, 3) wechseln, ohne den Keller zu verdndern, und erst dann das Lesen des nichsten
Buchstabens simulieren; kann M im Zustand (g, 2) nicht weiterarbeiten, geht M’ ebenfalls
in Zustand (q, 3).

M’ erreicht akzeptierenden Zustand <= M am Ende (leeres Leseband) keinen akzeptie-
renden Zustand erreicht.

= (M) =L(M)=T

Korollar
Es existieren kontextfreie Sprachen, die nicht deterministisch kontextfrei sind.

Beweis:
Menge der kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen beziiglich Komplement.
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Beispiel
L={a...ana,...a1|a; € ¥} ist nicht deterministisch kontextfrei.

Satz
Die Menge der deterministisch kontextfreien Sprachen ist nicht abgeschlossen beziiglich:

1. Durchschnitt
2. Vereinigung
3. Produkt

4. Sternoperation

Beweis:
zu(l): Ly ={a"b"¢™|n,m > 1} und
Ly = {a™b™c™|n,m > 1} sind deterministisch kontextfrei,

aber Ly N Ly ist nicht kontextfrei, also auch nicht deterministisch kontextfrei.

zu (2) :  Beweis durch Widerspruch:
Annahme: det. kontextfreie Sprachen abg. gegen Vereinigung
= (nach deMorgan-Regeln) deterministisch kontextfreie Spra-
chen abgeschlossen bzgl. Durchschnitt
= Widerspruch zu (1).
zu (3) :  durch geeignetes Beispiel

zu (4) :  durch geeignetes Beispiel

Bemerkung: Fiir deterministisch kontextfreie Sprachen ist kein Pumping Lemma bekannt.
Um zu zeigen, daB L nicht deterministisch kontextfrei ist, geniigt es zu zeigen, dafi L nicht
kontextfrei ist.

Satz
Die folgenden Probleme sind fiir durch deterministische PDAs gegebene deterministisch
kontextfreie Sprachen nicht entscheidbar:

1. Schnittproblem (LN L' =07)

2. Inklusion (LCL'?)

3. LN deterministisch kontextfrei?
4. LNl kontextfrei?

5 LUl deterministisch kontext{rei?

Satz
Fiir kontextfreie Sprachen ist nicht entscheidbar, ob sie deterministisch kontextfrei sind.
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Beweis:
Koénnen das Problem auf unentscheidbares Endlichkeitsproblem fiir TM reduzieren.
Bemerkung: Es gilt :

1. Deterministisch kontextfrei Sprachen stimmen mit LR(k)-Sprachen {iberein.

2. Fir deterministische kontextfreie Sprachen ist das Wortproblem in der Zeit O(n)
16sbar.
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4 Kontextsensitive und Typ 0—Sprachen

Wir wollen nun Typ 1- und Typ 0-Sprachen durch geeignete Berechnungsmodelle charak-
terisieren.

Definition
Eine nichtdeterministische Turing Maschine ist ein 7-Tupel

M =(Q,%,1,6,q, P, F) mit:

Q = endliche Zustandsmenge

Y = endliches Fingabealphabet

I'>Y = Arbeitsalphabet

1) . QxT — P(Q xT x {L,N,R}) Uberfihrungsfunktion
qo . Startzustand

& € I'—% Blank (leeres Bandsymbol)

FC @ = Mengeder Endzustinde

M heiit deterministische TM
=4ey die Uberfithrungstunktion ¢ ist eine Funktion
§:QxTI' — QxT x{L,N,R}

Vorstellung: (¢',b,r) € 6(q,a)
bedeutet: im Zustand ¢ geht M bei gelesenem Symbol @ in Zustand ¢’ {iber, iiberschreibt
a durch b und fiihrt eine Bewegung r € {L, N, R} durch, wobei:

L = ein Schritt nach links

N = keine Bewegung

R = ein Schritt nach rechts
Definition

Eine Konfiguration der TM M ist ein Wort & € I*QI'™

Vorstellung: Konfigurationen sind ,Momentaufnahmen*

k= agB bedeutet:

a3 st nichtleerer bzw. bereits besuchter Teil des Bandes, ¢ ist Zustand und der Lese-
Schreibkopf steht auf dem ersten Symbol von 3.

Startkonfiguration bei Eingabe w € ¥*:  gow

DB D w, D D

Definition
Die Relation — wird auf der Menge der Konfigurationen von M so definiert:



4+ NUINLIOEALDLINOILLIVE UIND LY U—=ornAUMiN

ay...a,q'chy. .. b,,
falls (¢',e, N) € 6(¢,b1) und m > 0,n > 1

ay...0m,cq'by. .. b,
falls (¢’,¢, R) € 6(q,b1) und m > 0,n > 2

!
a1 ...y 1q apcby ... by,

ar. e mqby .. by falls (¢, ¢, L) € 6(¢,b1) und m,n > 1

!
ai...0,ncq @,

falls (¢’,¢, R) € 6(q,b1) und n =1

q ©chy... by,
falls (¢’,e, L) € 6(q,b1) und m =0

Beispiel
Eine TM, die die Fingabe w € {0, 1}* als Binarzahl interpretiert und 1 hinzuaddiert.
M = ({qov q1, 42, qe}v {07 1}7 {07 17 @}7 57 qo0, D, {qe}) mit:

5(Q070) = (q0,0,R)
5(Q071) = (qovlvR)
5((]07@) = (Qh@v[f)
5(Q170) = (qule)
5(Q171) = (Q1,O,L)
5(Q17@) = (QBvlvN)
5(Q270) = (quovL)
5(Q271) = (qule)
5(Q27@) = (q67@7R)

Betrachte etwa w = 101:
0101 — 1¢o01 — 10go1 — 101goP
— 10¢1 1D — 1¢100P +— ¢21100D
= qo B 1106 — Bq. 1104

Definition
M sei eine TM, M = (Q, %, 1,6, qo, B, F).
LM):={w e X | gow —" aqf, a, €™, q € F}ist die von M akzeptierte Sprache.

Fiir die Charakterisierung der Typ 1-Sprachen betrachten wir linear beschrinkte Turing-
Maschinen.

Definition
Eine nichtdeterministische TM heifit linear beschrankt (LBA)
=4ef fur alle a;...a, € ¥* und alle Konfigurationen agf
mit qoaq . ..a,_1d, —* azf3
gilt: |af] =n

Statt ¥ wird das Alphabet ¥’ benutzt, ¥ = ¥ U {a, « € X}. Wir reprasentieren die
Eingabe a;...a, durch a;...d,, um das Ende der Fingabe zu markieren. Den Anfang
kann man zu Beginn der Arbeit markieren.
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LBA (= Linear Bounded Automaton): wir verlassen den Teil des Bandes, auf dem die
Eingabe steht, nicht.

Satz
Die von linear beschrankten nichtdeterministischen TM akzeptierten Sprachen sind genau
die kontextsensitiven Sprachen (Typ 1).

Beweis:

<)

Sei A Typ 1-Sprache, A = L(G), G = (V,X, P, S); wir beschreiben eine TM M mit
L(M)=A:

Bei der Eingabe von w = ay ...a, wihlt M nichtdeterministisch eine Produktion v —
v € P, dann sucht M ein beliebiges Vorkommen von v; falls M ein solches Vorkommen
findet, ersetzt M v durch u (u ist nicht langer als v, da i kontextsensitiv; ist u kiirzer, so
werden alle Bandsymbole rechts von u entsprechend nach links verschoben).

Enthélt der nichtleere Teil des Bandes nur noch das Startsymbol S, dann stoppt M in einem
Endzustand, ansonsten werden die nichtdeterministischen Ersetzungsschritte wiederholt.

Es gilt: w € L(G) <= es existiert Ableitung S = ... = w
<= es existiert eine Berechnung von M, die diese Ableitung in
umgekehrter Richtung simuliert
— we L(M)
Da fiir v — v € P gilt: |u| < |v], ist M linear beschrankt.
=)
Sei A= L(M), M ein LBA.
Wir beschreiben eine Grammatik, die auf Wortern, die Konfigurationen von M darstellen,
operiert:
Betrachte Alphabet A =T U (Q x I')

(damit wir Konfigurationen durch Wérter der Lange n darstellen kénnen).
Stelle Konfiguration

dar als: a(q, b)ed.
Es gilt: |a(g, b)ed|a =4 = |abed|.
Wir kénnen nun é-Ubergédnge von M

(¢',b,L) € 6(q,a)
durch kontextsensitive Produktion beschreiben:

c(Qv Cl) - (qlv C)b Veel
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und erhalten die Produktionenmenge P’. )
Gilt k& —>* k' fiir M, dann ist & =* k& in P’, wobei k die obige Darstellung von k bezeichnet.
Wir erhalten G = (V, X, P,S) mit L(G) = Aund V = ({S, K} U (A x ¥))

{S — K(a,a)|acX}

{K — K(a,a)|a € X}

(K — (g0, )a) | a € )

{(e1,a)(az,b) — (B1,a)(B2,b) | crag — Bifz € Pia,b e X}
{((¢g,a),b) — b|ge Facl,be X}

{(a,b) — b|a el be X}

(1), (2) und (3) ermdéglichen Ableitungen der Form:

S =" ((qo, 1), a1)(az, az) ... (An_1, an_1)(dn, a,),
(4) simuliert die Rechnung von M mittels P’ auf der ersten Komponente, bis ein Endzu-

CcC cCccCccc|

(1

(2
(3
(4
(5
(6
1),

stand erreicht wird:
=" (717 al) st (’}/k—lv ak—l)((Q7 ’Vk)v ak) (7k+17 Clk-|—1) st (77%7 an)
mit ¢ € ' Endzustand, v, € I, a; € X.
Mit (5) und (6) konnen die jeweiligen ersten Komponenten gelscht werden:
L= A ay, .
Offenbar sind alle Regeln Produktionen vom Typ 1.

Bemerkung: Nichtdeterminismus ist bei LBA Maschinen wichtig.

Es ist unklar, ob deterministische LBAs gleiche Leistungskraft besitzen wie nichtdetermi-
nistische LBAs.

(,LBA-Problem:“ LBA = DLBA?)

Satz
Die durch allgemeine TM akzeptierten Sprachen sind genau die Typ 0-Sprachen.

Beweis: Analog, wie tiir Typ 1.



