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W= HFar#a# .. HHam
W= arffas#t .. fan#

Sei K = ((#1,y1), .., (2, yx)) die Eingabe von MPCP.
- f([{) = ((fla yl)a (x’la yl)a (x’Za yZ)a B (x’ka yk)a ($a #$))
f ist berechenbar.

f vermittelt eine Reduktion von MPCP auf PCP.

Behauptung.
K besitzt eine Losung mit i1 = 1
< f(K) besitzt irgend eine Losung.

Beweis.
(—) Besitzt K eine Losung (i1, ...,1,) mit 43 = 1,
dann ist (1,424 1,...,4, + 1,k + 2) eine Losung fiir f(K).
(<) Besitzt f(K) eine Losung (i1, ..., ),
so muf gelten:
ii= 1,0y = k+2miti; €{2,. . k+1}fir2<j<n+1
= (1,4 —1,... 4,1 — 1) ist Losung fiir K.

Zur Unentscheidbarkeit von MPCP:

Lemma

H< MPCP

Beweis.

Sei M = (Q,%,T,4, z0, 0, F) eine kodierte TM

w € X1 die Eingabe.

Suche eine allgemeine Vorschrift, die (M, w) eine Folge (x1,41), ..., (¥n, yn) zu-
ordnet mit

M angesetzt auf w stoppt < (21, 41), - .., (€n, yn) besitzt eine Losung mit i; = 1

Konstruktion von MPCP iiber dem Alphabet T'U Q U {#}.
erstes Wortpaar: (#, #qow#)

weitere Paare:
1. Kopieregeln:
(a,a) fir alle a € T U {#}
2. Uberfithrungsregeln:

(qa,q’c) falls d(q,a) = (¢',c, N)
(qa,cq’) falls d(q,a) = (¢',c, R)
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(qa,q'be) falls &(q,a) = (¢',c,L) frallebeT
(#qa,#4¢'0c) falls §(q,a) = (¢',¢c, L)
(q#.q'c#) falls 6(¢q,0)=(¢",c,N)
(q#,cq'#) falls 6(q,0)=(¢',c, R)
(bg#t,q'b#) falls d(¢,0) = (¢',c,L) fiirallebeT

3. Loschregeln:
(age, qe) und (qea, ¢c) fir allea € T, q. € F
4. Abschlufiregeln:

(qe#t#, #) fir alle q. € F

(—) TFalls M bei w stoppt gibt es eine Folge von
Konfigurationen (kg, k1, ..., k:) mit
ko = qow, k; 1st Endkonfiguration
also ky = ugev mit u,v € A%, qc € F) und k; F kg4
< Die obige Eingabe fiir das MPCP besitzt ein Losungswort

Hhotthy . #HkAERFR . Hq A

(ki, kY, ... entstehen aus k; = ug.v durch Loschung von
Nachbarsymbolen aus ¢.)

(<) Besitzt der obige MPCP eine Lésung mit ¢; = 1,
dann 148t sich eine stoppende Rechnung von M bei w ablesen.

Folgerung
PCP bleibt unentscheidbar, falls fiir das Alphabet A gilt: A = {0,1}. (“01-
PCP”)

Beweis.

Es reicht zu zeigen: PCP < 01-PCP.

Sei A das Alphabet von PCP.

Betrachte: f: A — {0,1}* mit f(a,) = d, = 01".

Setze die Abbildung f auf A* fort.

Es gilt:

(Z1,91), ..., (#n.yn) besitzt Losung < (£1,41),. .., (€n.Un) besitzt Losung. N

Bemerkung

Sei PCPj, die Variante des PCPs, deren Eingabe aus genau k& Wortpaaren be-
steht.

Es gilt:
PCPy ist unentscheidbar fiir £ > 9.
PCPy ist entscheidbar fiir £ < 2.
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offen sonst.

Folgerung
Das Halte—Problem H fiir TM ist semi—entscheidbar.

Beweis.

PCP ist semi—entscheidbar,

H <PCP.

= Beh. ]

Universelle TM : Nachobiger Folgerung gibt es eine TM U, die sich bei Eingabe
von w#«x so verhilt wie My, bei Eingabe von x. (Zunichst nur im Bezug auf
Halten, bzw. Nicht—Halten)

TM U verhilt sich wie ein TM —Interpreter
Der erste Teil programmiert die TM .
Der zweite Teil 1st die eigentliche Eingabe.

Man kann mit Hilfe des PCP—Resultats die Unentscheidbarkeit von Problemen
der Theorie der formalen Sprachen nachweisen:

Satz.

Das Schnittproblem fiir kontextfreie Sprachen (G, kontextfreie Sprachen.
Gilt: L(G1) N L(G2) = 02) ist unentscheidbar.

Beweis.

Zu zeigen: PCP < Schnittproblem

Jedem PCP K = ((x1,11),..., (2k, yx)) miissen effektiv zwei Grammatiken
(1, G zugeordnet werden,

so daf} gilt:

K besitzt eine Losung
& es gibt ein w € L(G1) N L(G2)

Idee:  Erzeugung von Folgen von z;~Wortern mit G .
Erzeugung von Folgen von y;—Wortern mit Ga.
Die Indizes der x; miissen mit denen der y; in
allen potentiellen Lésungen tibereinstimmen.

Sei Gi = ({Si}’AU{ala"'aak}apiasi) = 1a2

mit
P = {Sl — a1x1| ... |akxk} U {Sl — a151x1| ... |ak51xk}
Py = {8 —ay|. . Japyr U {52 — arSau ] |agSayx
Es gilt:

K besitzt die Losung i1, ..., 1,
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=

g o Ay A T Xjy o0 L5, =

i, o Qi@ Y5 Yio o Yi, € L(Gl)ﬂL(Gz) |
Folgerung

Das Schnittproblem fiir deterministisch kontextfreie Sprachen ist unentscheid-

bar.

Beweis.
(1, G5 aus dem Beweis des letzten Satz es sind deterministisch. [ |

Satz.
Das Aquivalenzproblem fiir kontextfreie Sprachen ist unentscheidbar.

Beweis.

Reduzierung des Schnittproblems fiir kontextfreie Sprachen auf das Aquivalenz-
problem fiir Kontextfreie Sprachen.

Nutzung von

e deterministisch kontextfreie Sprachen sind effektiv unter Komplementbil-
dung abgeschlossen.

o deterministisch kontextfreie Sprachen sind effektiv unter Vereinigung ab-

geschlossen.
Es gilt: (G, G2) Schnittproblem
=4 L(Gl) NL(Gy) =10
& L(Gy) C L(Ga)
< L(G1) C L(GY) G Grammatik des Komplements von G
= L(Gl) U L(Gz) = L(G/Z)
< L(gs) = L(G2) Gz Vereinigungsgrammatik von G und Gy
& (Gs,GY) € Aquivalenzproblem [ ]

noch offen: Das Aquivalenzproblem fiir deterministisch kontextfreie Grammati-
ken.

Folgerung
Das Aquivalenzproblem fiir folgende Probleme ist unentscheidbar:

o nichtdeterministische Kellerautomaten
¢ BNF
¢ EBNF

e Syntaxdiagramme
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e LBA

e kontextsensitive Grammatiken

o TM
Beweis.
Man kann kontextfreie Grammatiken effektiv in die genannten Probleme iiber-
setzen. |
Satz.

Das Leerheitsproblem fiir kontextsensitive Sprachen ist unentscheidbar.

Beweis.

Das Schnittproblem fiir kontextfreie Sprachen ist entscheidbar.

& (Gh, Ga) — G5 ist berechenbar, wobei

L(G3s) = L(G1) N L(G2)

Diese Abblidung vermittelt die Reduktion des Schnittproblems fiir kontextfreie
Sprachen auf das Leerheitsproblem fiir kontextsensitive Sprachen. ]



