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—————————————————————————————————————————————————————————

DijkstrA(WeightedGraph G, Vertex s)

- INITIALIZE(G, 5)

- Q = new PriorityQueue(V, d)

~ while not Q.EmrTY() do

| 1 = Q.ExTRACTMIN()

foreach v € Adj|u| do

if v.d > u.d+ w(u,v) then

v.d = u.d+w(u,o) HINITIALIZE(GI‘aph G, Vertex s)

0.7t = U foreach u € V do
i Q.DecreASEKEY(0,v.d) L 14.d = oo
— | u.r = nil
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if v.d > u.d+ w(u,v) then

v.d = u.d+w(u,o) HINITIALIZE(GI‘aph G, Vertex s)

0.7t = U foreach u € V do
i Q.DecreASEKEY(0,v.d) L 14.d = oo
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DijkstrA(WeightedGraph G, Vertex s)

- INITIALIZE(G, 5)

- Q = new PriorityQueue(V, d)

~ while not Q.EmrTY() do
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L = | u.7T = nil
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DijkstrA(WeightedGraph G, Vertex s)

- INITIALIZE(G, 5)

- Q = new PriorityQueue(V, d)

~ while not Q.EmrTY() do

| 1 = Q.ExTRACTMIN()

foreach v € Adj|u| do

if v.d > u.d+ w(u,v) then

v.d = u.d+w(u,o) HINITIALIZE(GI‘aph G, Vertex s)

0.7t = U foreach u € V do
i Q.DecreASEKEY(0,v.d) L 14.d = oo
— | u.r = nil




Motivation [ Eo j

,Jeden Tag werden mit den Google Maps 1 Milliarde Kilometer navigiert”

(https://www.googlewatchblog.de/2017/05/0ffizielle-statistiken-google-nutzerzahlen/)
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GREEDYBESTFIRSTSEARCH [ 0 ]
Idee: Bwir schitzen! Demo.
Pupse] Pupse2 Pupse3 || Rttps://algo.uni-trier.de/demos/shortestpath.html
Finde ; uQ
sute gehe immer zum v
Schitz- |(geschétzt) ndhesten *

GREEDY BEST-FIRST-SEARCH berechnet
schnell eine gute Losung...

funktion [ Knoten zu t

INTTIALIZE(G, 5)
Q = new PriorityQueue(V,d)
while not Q.EmPTY() do :
11 = Q.EXTRACTMIN()
if 4 == f then return
foreach v € Adj|u| do
: if v.d == o0 then
v.d = 6*(v,t)
E DT = U geschatzte Distanz] : W
Q.DEeCREASEKEY (7, v.d) WY

L i ..die aber nicht immer optimal ist!
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Schatzfunktionen TStk 0(u, t) [ 0 ]
> S8t 67 (11, 1)

0% : VXV — R ist eine optimistische
Schéatzfunktion genau dann wenn

O(u,t) > 6*(u,t) fur alle u € V.

o(u,v)+06"(v,t) [% 0" (u,v) +6*(v,t)]
> 0" (u,t)

Ist die Suche hier sinnvoll?

0" : V. xV — R ist eine monotone
Schatzfunktion genau dann wenn
o(u,v) +6*(v,t) > 6*(u,t)

fur alle u,v € V.




Gute Schatzfunktion Idee:

1. 6*(u,t) =0
@ leicht zu berechnen
© nicht aussagekraftig

2. 0" (u,t) =06(u,t)
@® sehr genau

® zum Ausrechnen miissen wir das
Kiirzester-Pfad-Problem l6sen . ..

3. 6*(u,t) = Opuaia (4, 1) =

v (x(u) = x(£))? + (y(u) — y(£))?

@ relativ genau

Wir schitzen!

Puasel PHasEZ PHase 3 [

Finde ?

gute
Schétz- u
funktion

Profit

0" : VXV — R ist eine optimistische

Schatzfunktion genau dann wenn
O(u,t) > 6*(u,t) fur alle u € V.

0* : V. x V — R ist eine monotone
Schéatzfunktion genau dann wenn
o(u,v) +6*(v,t) > 6" (u,t)

fur alle u,v € V.

© funktioniert nur fiir Graphen mit geometrischen Informationen

4. 6% (u,t) = 82 jiqg(w t) = (x(u) — x(1))2 + (y(u) — y(1))?

@ relativ genau, keine Wurzel
© nicht optimistisch
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Neue Gewichte Dot 6 (1, 1) [ 0 ]
> 1Stk 07 (1, 1)

0% : V XV = R ist eine optimistische
Schatzfunktion genau dann wenn

o(u,t) > 6*(u,t) fur alleu € V.

o(u,v) +6*(v,t) [% 0" (u,v) +6*(v,t)]
> 0" (u,t)

Ist die Suche hier sinnvoll?

0" : VXV — R ist eine monotone
Schéatzfunktion genau dann wenn
o(u,v)+6"(v,t) > 6*(u,t)

fur alle u,v € V.

Neue Kantengewichte:
[ = w(u,v) 4+ 6*(v,t) —5*(1/1,15)]

\

-~

wie viel ndher kommen wir zu ?“
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Idee:

- Wir schitzen!
| Prasel PHase2 PHase3

A*-Algorithmus

Finde Benutze beides:
ute ..

g itz Schidtzung und

funktion

tatsachliche Distanz!

[ = w(u,v)+6*(v,t) — (5*(u,t)]
B S I T I R T Dot - |0% : V XV — R ist eine optimistische
A (WeightedGraph G, Vertices s, f) | Schitzfunktion genau darlljn wenn
- INTTTALIZE(G, ) 16(u, 1) > 6% (u,t) fiir alle u € V.
~ Q = new PriorityQueue(V,d) |
- while not Q.EmrTY() do - 10"V xV — R ist eine monotone
| 1 = Q.ExTRACTMIN() - | Schitzfunktion genau dann wenn
if © ==t then return o(u,v)+6"(v,t) > 6*(u,t)
foreach v € Adj[i] do fir alle u,v € V.
if v.d > u.d+ w1 v then  InrriaLize(Graph G, Vertex <) |
vd=ud+w(uuv . foreach u € V do
0.t = U Uu.d = oo
Q.DecrEASEKEY (0, 0.d) | L u. 7w = nil
L = s.d =




Vergleich DIjksTRA — A" ( (3; ]
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D1jksTRA A

12

Demo.
https://algo.uni-trier.de/demos/shortestpath.html
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A>l< . Korrekthelt [ZU/(U,@ = w(u,v) +6*(v,t) — 6*(u, t)] [ Q ]
WP =w(P) (L) =8 (s,
; W'(P)  =@P)  +6(t)  =5(s 1)

w'(vs,t)  =wl(os,t) +06*(t,t) —=55ws,1)

03 4+
W' (v, 03) =wlog,v3) +85v5,1) —0%vs,1)
_|_
w'(vy,00) =w(oy,02) +835w5,1) —Ivi 1)
U1 s
» Satz. D1jksTRA berechnet in einem Graphen G = (V, E; w)

mit w: £ — O~ in O(E + Vlog V) Zeit den kiirzesten
Weg zwischen zwei Knoten.

kiirzester s—t—Pfad P
anderer s—i—Pfad p’| Lemma. Ein Pfad P ist optimal bzgl. ' < P ist optimal bzgl. w
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Monotone Schatzfunktion [ Q ]

0" : V. x V = Rist eine optimistische Schitzfunktion genau dann wenn
O(u,t) > 6*(u,t) fur alleu € V.

0" : V x V — R ist eine monotone Schitzfunktion genau dann wenn
O(u,v) +6*(v,t) > 6*(u,t) fir alle u,v € V.

Lemma. Jede monotone Schitzfunktion mit 6*(t,t) = 0 ist optimistisch.

Beweis. Betrachte beliebigen Knoten u € V.
Wahle v = t.
Dann gilt  6(u,t) + 6% (t,t) > 6" (u,t)
= o(u,t) > 6"(u,t) []
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Monotone Schatzfunktion [ Q ]

0" : V. x V = Rist eine optimistische Schitzfunktion genau dann wenn
o(u,t) > 6*(u,t) fur alleu € V.

0" : VX V = R ist eine monotone Schatzfunktion genau dann wenn
O(u,v) +6*(v,t) > 6*(u,t) fir alle u,v € V.

Lemma. Wenn ¢* nicht monoton ist, dann kann es sein, dass A" nicht den
kiirzesten Pfad findet.

Beweis. 5(7}, t) -+ 5*(t, t) < OF (Z], t) lalso nicht monoton |

1 0 5

Kiirzester Pfad: Lange 4
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Monotone Schatzfunktion [ Q ]

0" : V. x V = Rist eine optimistische Schitzfunktion genau dann wenn
o(u,t) > 6*(u,t) fur alleu € V.

0" : V. x V = R ist eine monotone Schatzfunktion genau dann wenn ___|
o(u,v) +0*(v,t) > 0" (u,t) fur alle u,v € V.

Lemma. Wenn 6* monoton ist, dann sind die Kantengewichte /' nicht-negativ.

Beweis. =w(uw,v)+6*(v,t) —6*(u,t) >6(u,0)+0*(v,t) —o6*(u,t) >0 [
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Monotone Schatzfunktion [ Q ]

0" : V. x V = Rist eine optimistische Schitzfunktion genau dann wenn
o(u,t) > 6*(u,t) fur alleu € V.

0" : VX V = R ist eine monotone Schatzfunktion genau dann wenn
o(u,v)+06"(v,t) > 6*(u,t) fur alle u,v € V.

Lemma. Ein Pfad P ist optimal bzgl. «#" & P ist optimal bzgl. w

Lemma. Jede monotone Schitzfunktion mit §*(t,t) = 0 ist optimistisch.

Lemma. Wenn é* nicht monoton ist, dann kann es sein, dass A* nicht den
kiuirzesten Pfad findet.

Lemma. Wenn 0* monoton ist, dann sind die Kantengewichte (' nicht-negativ.

Satz. Wenn 6" monoton ist, dann berechnet A* in einem Graphen
G=(V,E;w)mitw: E — O-gin O(E+ VlogV) Zeit den
kiirzesten Weg zwischen zwei Knoten. [(gilt sogar, wenn ¢6* ,nur” optimistisch ist.)]
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Nicht-geometrische Probleme: Schiebepuzzle [ 0 ]

Modellierung als Graph:

Durchschnittliche Anzahl besuchter
Knoten wenn kiirzester Pfad Lange x hat:

x =4 x =8 x =12
DiksTtrRA| 112 6 300 3 600 000
A* 13 39 227

Schatzfunktion?
#Kacheln an falscher Position
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Contraction Hierarchies — Idee [ 0 ]

DI1jksTRA zu langsam fiir Server Queries )
A* funktioniert nicht fiir beliebige Kostenfunktionen "/ \ £/
',\_‘ _‘;.T\\?:‘k 4 I
Idee: Informationen vorberechnen um Queries zu >~ A - oo
beschleunigen ey i e N el
Time-Space Tradeoff AT Lf | \ /N
Es gibt eine Hierarchie: o e LSO S5
Autobahn = BundesstrafSe = Landstrafe B TR Rl | ) oA
= Kreisstrafse = Gemeindestrafse = Feldwege N R
."\. . ':" . ._.-"I Sankt Augustin
Entferne nach und nach unwichtigste Knoten e SR N}
Fiige Abkiirzungen in das Straflennetz ein, um 7 e\ \
kiirzeste Wege aufrechtzuerhalten % AT st NI

Geisenberger, Robert et al. 2012. Exact Routing in Large Road Networks Using Contraction
Hierarchies. Karlsruhe: Department of Informatics, KIT
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Kontraktion [

01 1 (%
O= C
G=(V,E)
1 3 2 ;
2
045 2 72554 2 >07?6

Kontraktion eines Knotens v € V, z.B. v3:
B v und inzidente Kanten werden aus G entfernt (deaktiviert)

B Fir jeden kiirzesten Pfad uovw wird eine neue Kante uw mit
entsprechendem Gewicht eingefiigt.



19-13

Contraction Hierarchies — Definition [ 0 ]

G = (V,E
01 1 (%) 2 03

B Knoten werden in bestimmter Reihenfolge kontrahiert,
z.B. 03,04, 04,01, 05, 0.

B Fir jeden kontrahierten Knoten speichern wir den Rang,
d.h., wann der Knoten kontrahiert wurde.

B Fir jede neue Kante speichern wir, welche Knoten
tibersprungen wurden.
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Contraction Hierarchies — Eigenschaften [ ]

G' =(V,E) RangA
U1 1 U2 2 3
40\ O N ] O/O \
4_
N \3 \
1 U4 3115 1111 3+
o N 4
X 8 o Sy |
U4 2 2 Us 2 U6 >

1 Uz 03 04 05 U6

Fur zwei Knoten u,v € V, sei P,, ein kiirzester u-v-Pfad in G.
Es gibt einen kiirzesten u-v Pfad P, in G/, so dass:
B die Ringe der Knoten steigen zuerst und sinken dann,

B man erhilt den Pfad P, aus P, indem man nach und nach
die gespeicherten Abkiirzungen auflost.



Contraction Hierarchies — Benutzung [

G = (V,E
01 1 (%) 2 03

P,,» berechnen:
1. Berechne P/..

2. Transformiere P}, zu P,,..

Rang
6 A

3

A

: : : : : -
01 02 U3 U4 U5 Ug

. Benutze D1JKSTRA von u aus mit nur

aufsteigenden Kanten

. Benutze DIJKSTRA von v aus mit nur

absteigenden Riickwartskanten

. ,Wendepunkt” hat niedrigste

kumulative Distanz (1 + 3 = 4).
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Contraction Hierarchies — Anmerkungen [

B Die beiden DijksTRA-Durchldufe konnen gleichzeitig anstelle von nach-
einander durchgefiihrt werden, indem eine bidirektionale Suche verwendet
wird. Dadurch konnen noch mehr Knoten unerforscht bleiben.

B Die Methode funktioniert fiir jede Kontraktionssequenz, aber die Wahl der
Knotenreihenfolge beeinflusst die Laufzeit erheblich. Es existieren mehrere
Methoden zur Optimierung der Reihenfolge.
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