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1.3 Turing—Berechenbarkeit

Turings Vorschlag war, den Berechenbarkeitsbegriff mit Hilfe einer sehr einfa-
chen Rechenmaschine (heute Turing—Maschine genannt) zu erfassen.

Blank

l unendliches Band
REERERENNNEEE
§ Lesef/’Schreibkopf

Bandinschrift

endliches Gedéchtnis
(Kontrolleinheit)

Definition.
Eine (Nichtdeterministische) Turingmaschine (kurz TM ) ist ein 7-Tupel

M= (Qa Ea Fa(sa q0, Da E)
mit
@ endliche Menge von “Zustdnden”

¥ endliche Menge von “Eingabesymbolen” (Eingabealphabet)
I' O X endliche Menge von “Bandsymbolen” (Arbeitsalphabet)

0:Q xT — @ xT x {L RN} “deterministische”

Uberfiihrungsfunkti
d:QxT — 9@x AL RN} et deterministische” } criufirungstanition

go € @ “Startzustand”
OeTl — X% “Blank” (leeres Bandsymbol)
E C @ endliche Menge von “Endzusténden”

Informal bedeutet
5(q,a) = (¢',b,m) bzw. d(q,a) 3 (¢',b,m)

folgendes:

Befindet sich M in Zustand ¢ und liest Bandsymbol a (unter Lese-/Schreibkopt),
so geht M im néchsten Schritt in Zustand ¢ tiber, tiberschreibt a durch & und
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fithrt Kopfbewegung m € {L(inks), R(echts), N (ichts)} aus.

Definition.
Eine Konfiguration einer TM M ist ein Wort k € I'"QI'™

Konfigarationen sind “Momentaufnahmen” von M:
k = aqp bedeutet:

«f3 ist der nichtleere (bzw. besuchte) Teil der Bandinschrift.
q ist der Zustand der TM .
Das erste Zeichen von § ist das Zentrum des Lese-/Schreibkopfes.

Startkonfiguration bei Eingabe w € X* : gqow

Oo...00p0...0
4

w steht auf dem Band
Der Lese-/Schreibkopf steht auf dem ersten Symbol von w
M ist in Zustand ¢q

Formale Beschreibung der Arbeit einer TM

Definition.
Beschreibe die Relation = auf der Menge der Konfigurationen von M:
ai...amq'chy.. . by, falls (¢/,¢, N) € §(¢, 1) m>0,n > 1
ai...ameq'bs. . by falls (¢’,¢, R) € d(q,b1) m > 0,n > 2
ai...amqby ... b, aj...am-1q¢'ameba .. b, falls (¢',c, L) € d(q,b1) m>1,n>1
ai...am0q'c falls (¢’,¢,R) € d(q,b1) und n =1
q'Ocby ... b, falls (¢',¢,L) € 6(¢,b1) und m =0

F* bezeichne den transitiven Abschlufl von +

Beispiel.
Eine TM | die die Eingabe w € ¥* als Binarzahl interpretiert und 1 hinzuaddiert:

M = ({q0a q1, 42, qe}a {Oa 1}a {Oa 1a D}a(sa q0, Da {(]e})

mit
6(Q0a0) = (QOaOaR)
6(Q0a 1) = (q0a 1a R)
6(Q0aD) = (qlaDaL)

6(q1,0) = (g2, 1, L)
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6(Q1a1) = (qlaOaL)
6(Q1aD) = (qealaN)
6(Q2a0) = (anOaL)
6(Q2a1) = (anlaL)
6(Q2a D) = (qea Da R)
Beispiel.
w=101

qo = 1go01 = 10go1 F 101¢e0 F 1010 F 14,000 F ¢21100 - ¢,01100 F Og.110

Definition.
Eine Funktion f : IN* — IN heifit Turing-berechenbar, falls es eine (determini-
stische) TM M gibt, so daB fiir alle ny, ..., ng, m e IV gilt:

f(ni,...,nK) =m
<~
qobin(ny)#bin(ng)# .. . Fbin(ng) F* gcbin(m)
wobel ¢, € F.

(bin(n) bezeichnet die Binardarstellung von n € IN ohne fiihrende Nullen)

Definition.
Eine Funktion f : X* — X heifit Turing-berechenbar, falls es eine (deterministi-
sche) TM M gibt, so daf fiir alle z,y € * gilt:

fle) =y
<~
qox " qey
wobel ¢, € F.

Damit ist ausgedriickt, daff im Falle f(z) = undef. M in eine unendliche Schlei-
fe geht.



1 BERECHENBARKEITSTHEORIE 9

Beispiel.

1. f:n — n+41ist Turing—berechenbar.
Das Beispiel tiberfithrt bin(n) in bin(n + 1)

2. die iiberall nichtdefinierte Funktion ist Turing—berechenbar;
z.B.: durch eine TM mit

(g0, a) = (g0, a, R) fiir alle a € T

3. Typ 0- (semientscheidbare) Sprachen sind berechenbar.

Mehrband—-TM:

Die Lese-/Schreibkopfe konnen sich unabhingig voneinander bewegen.
§:QxTk —~QxTFx{L RN}

Satz.

Zu jeder Mehrband-TM M gibt es eine 1-Band TM M' die dieselbe Funktion

berechnet wie M.

Beweis.
Sei k die Anzahl der Bander, I' Arbeitsalphabet von M.

Idee:
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| Blar]az|as]asfas[asaz]asfas]B | -

SO AAREEBES

| Bleferfeafeafesfeoferes|es [T ] -

wird simuliert durch:

a2

as

a4

as

(¢35

ar

as

ag

C3

Cq

[62:3

Ce

c7

c8

Co

Formal

"= (Tu{x})*

M’ simuliert M wie folgt:

Gestartet mit Eingabe 1, ..
konfiguration von M in Spuren—Darstellung.

10

&y € T erzeugt M’ die Darstellung der Start-
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M’ simuliert jeweils einen Schritt von M durch mehrere Schritte:
M’ positioniert den Lese-/Schreibkopf links von allen x—Markierungen.
M’ geht nach rechts bis alle & Markierungen uberschritten sind und
“weifl” nun worauf die d—Funktion von M anzuwenden ist.
M’  geht in den entsprechenden Zustand iiber.
(denn Q'] > |Q x T*|)

Man kann in Zukunft einfach eine Mehrbandmaschine angeben, und wissen, daf}
diese durch eine 1-Band Maschine simuliert werden kann.

e Sei M eine 1-Band TM .

M k);i<n

bezeichne die k—-Band TM , die aus M dadurch entsteht, dafl alle Aktionen
auf Band ¢ ablaufen.

Beispiel.

M :6(q,a) = (¢',b,y) , y € {L, R, N} entspreche den Ubergang in M’
6/(q,61,62,a,63,64) = (q/aclaCZabac3ac4aNa Na Y, Na N)

falls & unwichtig ist, dann schreibe lediglich M () statt M (i, k).

e “Hintereinanderschaltung” von TM :

Seien M; = (Q;,%,14,6;,¢;,0,F;) ; i=1,2; @1NQ2=10
start — M; — My — stop

bzw.
My Mo

bezeichnet die TM :

M = (QlUQZaEaFIUFZa(saQMDaFZ)
6:61U62U{(qeaaaq2aaaN):quFla aEFl)
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Beispiel.

start

|

“Band:=Band-+1”

|

“Band:=Band-+1”

|

“Band:=Band+1” — stop

bezeichnet die TM | die 3 hinzuaddiert.

start M e My stop

lfJeQ

My

|

stop

bezeichnet die TM | die im Endzustand ¢., M; startet und im Endzu-
stand g., M

e Betrachte: Die TM “Band=07":

@ = {490, q1,ja,nein} qo Startzustand
d(qo,a) = (nein,a,N) fir a # O
6(90,0) = (¢1,0,R)
d(q1,a) = (nein,a,L) fir a# 0
6(Q1aD) = (jaaDaL)

Schreibe “Band 1=07" anstelle von “Band=07"
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e “WHILE Band i£0 DO M”

start

b
Band i=07? — stop
lnein

M

13
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1.4 LOOP-, WHILE- und GOTO-Berechenbarkeit

Die einfache Programmiersprache LOOP:

Variablen: zg, @1,. ..

Konstanten: 0, 1, 2,...

Trennsymbole: ;, :=

e Operationszeichen: +, -

Schliisselworter: LOOP, DO, END

Induktive Definition der Syntax von LOOP:

o Wertzuweisung

ri=z;+c
x; :=x; —c, ¢ Konstante

ist ein LOOP-Programm
e Sind P, P, LOOP-Programme, dann auch P;; P»
e Ist P ein LOOP-Programm, z; Variable, dann auch
LOOP z; DO P END;

Semantik der LOOP-Programme:

Soll ein LOOP-Programm eine k—stellige Funktion berechnen, und ist (nq, . ..

das Argument, dann gilt:

n; ¢ <k (Startsituation)
Ty =
0 sonst

Die Wertzuweisung wird wie iiblich interpretiert:
Ti=x;+c.

Bei
Ly :=&; —C

modifizierte Substitution

z;—c c<ux
r; = -
! 0 sonst

14

ank)
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Py; P> wird so interpretiert, dal zuerst P; und dann P» ausgefiihrt wird.

LOOP z; DO P END wird so interpretiert, dafl P sooft ausgefiihrt wird, wie
der Wert der Variable z; zu Beginn angibt.

Das Resultat ergibt sich als Wert von zg.

Definition.
Eine Funktion f : IN¥ — IN heiBt LOOP-berechenbar, falls es ein LOOP-
Programm P gibt, das gestartet mit ny, ..., ng in den Variablen zq, ..., z; mit

dem Wert f(ny,...,ng) in # stoppt.

Bemerkung
Alle LOOP-berechenbaren Funktionen sind total definiert.

o IF z =0 THEN A END
kann simuliert werden durch

y =1
LOOP z DO y := 0 END;
LOOP y DO A END

Beispiel.
e Die Addition “xq := 21 + 25”7 ist LOOP—berechenbar:

Lo ‘= &1,

LOOP x4, DO xy := 29+ 1 END

mit Verallgemeinerung auf “zo := x; + ;7

e Die Multiplikation “zg := x1 * x5” ist LOOP-berechenbar:

xg := 0;

LOOP x4 DO xy := 29 + 21 END

Man kann auch DIV, MOD durch LOOP-Programme beschreiben
~ x:=(y DIV z) + (x MOD 5) * z

Erweiterung der LOOP-Programme durch die WHILE-Schleife
Ergebnis: WHILE-Programme:
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e Ist P ein WHILE-Programm, x; Variable, dann ist auch
WHILE z #0 DO P END;
ein WHILE-Programm.

Semantik.
P wird solange ausgefiihrt, wie z; £0 gilt.

Man kommt in WHILE-Programmen ohne LOOP aus:
LOOP z DO P END;
wird simuliert durch

y =

WHILE y # 0 DO y :=y — 1; P END;

Definition.
Eine Funktion f : IN¥ — IN heifit WHILE-berechenbar, falls es ein WHILE-
Programm P gibt, das gestartet mit ny,...,n; in 1, ..., 25 (0 sonst) mit dem

Wert f(n1,...,nx) in g stoppt.
Sonst stoppt P nicht.

Satz.
TM kénnen WHILE-Programme simulieren.
D.h. jede WHILE-berechenbare Funktion ist auch TM —berechenbar.

Beweis.

Man kann die Wertzuweisungen, Sequenzen und WHILE-Schleifen mit einer
Mehrband TM simulieren.

(Wobei das i-te Band der é-ten Variablen (binér) entspricht.)

Man kann eine Mehrband TM mit einer 1-Band TM simulieren. [ |

Beweis der Umkehrung:
Betrachte GOTO-Programme.

GOTO-Programme bestehen aus Folgen von markierten Anweisungen
My Ay My Ag s oo My @ Ag
Als Anweisungen sind zugelassen:
Wertzuweisungen: x; := x; £ ¢

unbedingter Sprung: GOTO M;
bedingter Sprung: IF x;=c THEN GOTO M;



