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e Ist P ein WHILE-Programm, x; Variable, dann ist auch
WHILE z #0 DO P END;
ein WHILE-Programm.

Semantik.
P wird solange ausgefiihrt, wie z; £0 gilt.

Man kommt in WHILE-Programmen ohne LOOP aus:
LOOP z DO P END;
wird simuliert durch

y =

WHILE y # 0 DO y :=y — 1; P END;

Definition.
Eine Funktion f : IN¥ — IN heifit WHILE-berechenbar, falls es ein WHILE-
Programm P gibt, das gestartet mit ny,...,n; in 1, ..., 25 (0 sonst) mit dem

Wert f(n1,...,nx) in g stoppt.
Sonst stoppt P nicht.

Satz.
TM kénnen WHILE-Programme simulieren.
D.h. jede WHILE-berechenbare Funktion ist auch TM —berechenbar.

Beweis.

Man kann die Wertzuweisungen, Sequenzen und WHILE-Schleifen mit einer
Mehrband TM simulieren.

(Wobei das i-te Band der é-ten Variablen (binér) entspricht.)

Man kann eine Mehrband TM mit einer 1-Band TM simulieren. [ |

Beweis der Umkehrung:
Betrachte GOTO-Programme.

GOTO-Programme bestehen aus Folgen von markierten Anweisungen
My Ay My Ag s oo My @ Ag
Als Anweisungen sind zugelassen:
Wertzuweisungen: x; := x; £ ¢

unbedingter Sprung: GOTO M;
bedingter Sprung: IF x;=c THEN GOTO M;
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Stopanweisung: HALT

Vereinbarung: Marken von nicht angesprungen Anweisungen werden weggelas-
sen.
Die Semantik ist klar.

Definition.
Eine Funktion f : IN* — IN heiit GOTO-berechenbar, falls es ein GOTO-
Programm P gibt, das gestartet mit ny,...,n; in 1, ..., 25 (0 sonst) mit dem

Wert f(n1,...,nx) in g stoppt.
Sonst stoppt P nicht.

Satz.
Jedes WHILE—-Programm kann durch ein GOTO-Programm simuliert werden.

Beweis.

WHILE z; 20 DO P END
kann simuliert werden durch

My IF z; = 0 THEN GOTO Ms;
P
Mzi | |

Korollar
Jede WHILE-berechenbare Funktion ist GOTO-berechenbar.

Satz.
Jedes GOTO-Programm kann durch ein WHILE-Programm (mit nur einer
WHILE-Schleife) simuliert werden.

Beweis.
Gegeben seil ein GOTO-Programm

My Ay, My As s oo My @ Ay
wird simuliert durch folgendes WHILE-Programm mit nur einer WHILE—-Schleife:

count:=1;

WHILE count # 0 DO
IF count = 1 THEN A} END;
IF count = 2 THEN A/, END;
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IF count = k THEN Aj END;

END
wobel
x; = x; £ ¢; count := count + 1 falls A; = x; £ ¢
count .= n falls A; = GOTO M,,
A; = IF z; = ¢ THEN count := n ELSE
count := count +1 END falls A; = THEN GOTO M,
count := 0 falls A, = HALT
| ]
Korollar

Eine Funktion f : IN* — IV ist GOTO-berechenbar, falls f WHILE-berechenbar

1st.

Satz.(Kleenesche Normalformsatz fir WHILE-Programme)
Jede WHILE-berechenbare Funktion f : IN* — IN kann durch ein WHILE-
Programm mit nur einer WHILE-Schleife berechnet werden.

Beweis.

Sei P ein beliebiges WHILE-Programm fiir f.

P wird simuliert durch das GOTO-Programm P’.

P’ wird simuliert durch das WHILE-Programm P’ mit nur einer WHILE-
Schleife. ]

Bisher ist gezeigt worden:

GOTO WHILE ——— ™

LOOP

Satz.
GOTO-Programme kinnen TM simulieren.

Beweis.

Sei M = (@,%,T,6,¢1,0, F) eine TM die f berechnet.
Das simulierende GOTO-Programm hat folgende Gestalt:
M1 ZAl ; MQZAQ ; M31A3
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wobel:

P, . transformiert die gegebenen Anfangswerte in Bindrdarstellung und

erzeugt eine Darstellung der Starkonfiguration von M in die Variablen z,y, z.
Py @ simuliert die Rechnung von M Schritt-fiir-Schritt durch

Verdanderung der Variablenwerte z, y, z.
Ps . erzeugt aus der kodierten Form der Endkonfiguration in z,y, z die

eigentliche Ausgabe in der Ausgabevariable z.

Bemerkung
Py, Ps hidngen nicht von M ab, lediglich von P».

Kodierung:
Sei

Q:{qla"'aqk}
I'={a,...,am}, b>#T

Kodierung der TM —Konfiguration:
iy - QL QG - Qg
durch die folgenden Werte von z,y, z:

)

)b

(i ...
(]q]l
l

N e oy
Il

GOTO-Programmstiick My : Py :

Ms: a =y MOD b&;
IF (z = 1) AND (a = 1) THEN GOTO My,
IF (z = 1) AND (a = 2) THEN GOTO M,

IF (2 = k) AND (a = m) THEN GOTO My,
Mi1:®

GOTO M,
Mo ®

GOTO M,

Mim: ®
GOTO M,

wobel ® bedeutet:
Man nimmt das Programmstiick das mit M;; markiert ist

Sei d(¢i, a;) = (g5, a;, L)



1 BERECHENBARKEITSTHEORIE

und simuliert den Ubergang durch:

=1

=y DIV b;
=bxy+
=bxy+ (x MOD b);
=z DIV b;

T e e e w

ist ¢; Endzustand, kann man
fir @ GOTO M3 setzen.

Der Rest 1st klar.

Korollar
Eine Funktion ist
TM —berechenbar < GOTO-berechenbar < WHILE-berechenbar

20
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1.6 Die Ackermann—Funktion

Ackermann gab 1925 eine Funktion an, die intuitiv berechenbar (also WHILE-
berechenbar), jedoch nicht primitiv rekursiv (also LOOP-berechenbar) ist.

ack(0,y) = y+1
ack(z,0) = ack(x—1,1)
ack(z,y) = ack(z—1,ack(z,y—1))
z.B.:
ack(z,y) = ack(e—1,ack(z—1,...ack(x —1,1)..))

y—mal

Betrachte eine ahnlich definierte Funktion a:

a(0,y) = a(z,0)=1
a(l,y) = 3y+1
a(z,y) = alz—1l,a(z—=1,...a(x—1,9)...)

y—mal

e a ist total definiert (vollstdndige Induktion)

MODULA-Prozedur fiir die berechnung von a:

PROCEDURE «a(z, y:CARDINAL):CARDINAL;
VAR ¢,s : CARDINAL;
BEGIN
IF (z = 0) OR (y = 0) THEN RETURN 1
ELSIF =1 THEN RETURN 3%y + 1
ELSE s .=y
FOR i:=1TO y DO
s=a(x—1,s)
END:
RETURN s
END:
END a;

a ist nicht LOOP-berechenbar, denn
Sei P ein LOOP—Programm.

Ordne P die Funktion fp : IN — IV zu:
Seien zg, ..., 2z, alle in P vorkommenden Variable.
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n; sel der Startwert von x;.
n} sei der Endwert von x; nach Ablauf von P.

fp(n) = max{S{_oni | Si_gni <n}

(grofitmogliche Summe aller Variablenendwerte, falls P mit dem Startwert der
Summe < n gestartet wird.)

Lemma
Fiir jedes LOOP-Programm P gibt es eine Konstante & mit
fr(n) < a(k,n) fir alle n > k.

Beweis.
Induktion Giber den Aufbau von P

e Habe P die Form z; == z; £ ¢:
= fr(n) < n4+n+ec=2n+c
= fr(n) < 3n+1=a(l,n)<a(k,n)firallek>1, n>c
Waihle k:=c+1.

e Habe P die Form P;; Ps:

Nach Vorraussetzung gibt es k1, ko mit

fr, < a(ky,n)
fr, < a(kq,n) fir allen > max{ki, ka2}

Setze ks := max{ky, ka}

Es gilt:

fp(n) fp,(fp.(n))

fp,(a(ki,n))

a(ks, a(ky, n))

a(ks, a(ks, n))
a(ks,a(ks,...a(ks,n)...)) fallsn > 2

(VAN VANRVARR VAN VAN

n—mal

alks + 1,n)
Wahle k :=max{ks, 2}

e Habe P die Form LOOP z; DO P’ END:

Nach Induktionvorraussetzung gibt es ein k' mit
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o < a(k',n) fir alle n > &/

Es gilt:
Je(n) = Jp(p(...fp(n)..))

n;,—mal
< a(k,a((K,...a(k,n)..))
n;,—mal

a(k'ya(k',...a(k’,n)...))

IN

n—mal
= a(k' +1,n)
wahle k.= k" + 1

Satz.
Die Ackermann—Funktion a ist nicht LOOP-berechenbar.

Beweis.
Annahme: a ist LOOP-berechenbar

= g(n) := a(n, n) ist LOOP-berechenbar

Sei P ein LOOP-Programm fiir ¢

= g(n) < fp(n)

wahle k in P mit: fp(n) < a(k,n)

Fir n = k gilt:

glk) < fp(k) < a(k, k) = g(k) (Widerspruch) [ ]

e « 1st auch formal berechenbar.
WHILE-Programm fiir a:

Zunichst Angabe eines Programmes zur Berechnung von a, daff mit den
Stackoperationen PUSH und POP operiert:

INPUT(x, y);
INIT (stack);
PUSH(z, stack);
PUSH(y, stack);
WHILE size(stack
y :=POP(stack);
x _POP(stack
P (e=0)0

41 DO

bl

A\_/\_/\_/

= 0) THEN PUSH(1, stack);
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ELSIF # = 1 THEN PUSH(3 * y + 1, stack);
ELSE LOOP y DO PUSH(k — 1, stack) END;
PUSH(y, stack)

END:
result :=POP(stack);
OUTPUT (result);

Man kann die einzelnen Stackoperationen durch WHILE-Programme si-
mulieren:

Betrachte: ¢ : IN — IN mit ¢(z,y) := 2°TY + 2
¢ ist WHILE berechenbar und injektiv;
Beispiel: Werte fiir c:

L Joft[2[3]4]
0 316 1120
] 5 [ 10| 19 | 36
249 | 18] 3 | 68
518 [17 |34 67 | 132
4 [[16 [ 33 | 66 | 131 | 260

Man benutzt ¢ zur Kodierung von Paaren.
Man kann aus ¢(#,y) = n das Paar (z,y) zuriickgewinnen:

Sei k max. mit 2% < n
= x:=n-2F

y.=k—x
Definiere:
[ x fallsnee(N?) [y fallsn € c(IN?)
c1(n) = { 0 sonst ea(n) = 0 sonst

¢1, ¢3 sind WHILE- (sogar LOOP-) berechenbar.

Nun zur Simulation des Stacks durch ein WHILE-Programm:
Sei (ny,...,nx) der Inhalt des Stacks,
ny das Head—Element.

Kodierung von (ny, ..., n;) mit Hilfe von c:
n:=c(nl,c(n2,...,c(ng,0)..)
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INIT (stack) wird simuliert durch
PUSH(a, stack) wird simuliert durch
POP(stack) wird simuliert durch

size(stack # 1)  wird simuliert durch

Lemma
Die Ackermannfunktion ist WHILE-berechenbar.

n:=0

n = c(a,n)
result := c1(n)
n = eca(n)
RETURN result
ca(n) #0

28



