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1.9 Das Postsche Korrespondenz{Problem

De�nition.

Das nachfolgend beschriebene Problem hei�t Postsches Korrespondenz{Problem

(PCP).

gegeben: Eine endliche Folgen (x

1

; y

1

); : : : ; (x

k

; y

k

) von Wortpaaren mit

x

i

; y

i

2 A

+

(A endliche Alphabet)

gefragt: Gibt es eine Folge von Indizes i

1

; : : : ; i

n

2 f1; : : : ; kg; n � 1, mit x

i

1

; : : : ; x

i

n

= y

i

1

; : : : ; y

i

n

?

Beispiel.

Das Postsche Korrespondenz{Problem

K = ((1; 101); (10; 00); (011;11));

also

x

1

= 1 x

2

= 10 x

3

= 011

y

1

= 101 y

2

= 00 y

3

= 11

besitzt die L

�

osung (1,3,2,3), denn es gilt:

x

1

x

3

x

2

x

3

= 101110011 = y

1

y

3

y

2

y

3

PCP ist schwer.

z.B.: K = ((001; 0); (01; 011); (01; 101); (10; 001))

besitzt eine L

�

osung, aber die k

�

urzeste besteht aus 66 Indizes!

PCP ist semi{entscheidbar:

Probiere alle m

�

oglichen Indexfolgen mit zunehmender L

�

ange durch.

Satz.

Das Postsche Korrespondenz{Problem ist nicht entscheidbar.

Beweis.

Betrachte modi�ziertes PCP:

MPCP

gegeben: wie bei PCP

gefragt: gibt es eine L

�

osung i

1

; : : : ; i

n

mit i

1

= 1

Lemma

MPCP � PCP

Beweis.

Sei # ein neues Symbol.

F

�

ur w = a

1

: : : a

m

2 A

+

sei

�w = #a

1

#a

2

# : : :#a

m

#
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�w = #a

1

#a

2

# : : :#a

m

�w = a

1

#a

2

# : : :#a

m

#

Sei K = ((x

1

; y

1

); : : : ; (x

k

; y

k

)) die Eingabe von MPCP.

! f(K) = (( �x

1

; �y

1

); ( �x

1

; �y

1

); ( �x

2

; �y

2

); : : : ; ( �x

k

; �y

k

); ($;#$))

f ist berechenbar.

f vermittelt eine Reduktion von MPCP auf PCP.

Behauptung.

K besitzt eine L

�

osung mit i

1

= 1

, f(K) besitzt irgend eine L

�

osung.

Beweis.

(!) Besitzt K eine L

�

osung (i

1

; : : : ; i

n

) mit i

1

= 1,

dann ist (1; i

2

+ 1; : : : ; i

n

+ 1; k + 2) eine L

�

osung f

�

ur f(K).

( ) Besitzt f(K) eine L

�

osung (i

1

; : : : ; i

n

),

so mu� gelten:

i

1

= 1; i

n

= k + 2 mit i

j

2 f2; : : : ; k + 1g f

�

ur 2 � j � n+ 1

) (1; i

2

� 1; : : : ; i

n�1

� 1) ist L

�

osung f

�

ur K.

Zur Unentscheidbarkeit von MPCP:

Lemma

H � MPCP

Beweis.

Sei M = (Q;�;�; �; z

0

;2; F ) eine kodierte TM

w 2 �

+

die Eingabe.

Suche eine allgemeine Vorschrift, die (M;w) eine Folge (x

1

; y

1

); : : : ; (x

n

; y

n

) zu-

ordnet mit

M angesetzt auf w stoppt, (x

1

; y

1

); : : : ; (x

n

; y

n

) besitzt eine L

�

osung mit i

1

= 1

Konstruktion von MPCP

�

uber dem Alphabet � [Q [ f#g.

erstes Wortpaar: (#;#q

0

w#)

weitere Paare:

1. Kopieregeln:

(a; a) f

�

ur alle a 2 � [ f#g

2.

�

Uberf

�

uhrungsregeln:

(qa; q

0

c) falls �(q; a) = (q

0

; c; N )

(qa; cq

0

) falls �(q; a) = (q

0

; c; R)
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(qa; q

0

bc) falls �(q; a) = (q

0

; c; L) fr alle b 2 �

(#qa;#q

0

2c) falls �(q; a) = (q

0

; c; L)

(q#; q

0

c#) falls �(q;2) = (q

0

; c; N )

(q#; cq

0

#) falls �(q;2) = (q

0

; c; R)

(bq#; q

0

b#) falls �(q;2) = (q

0

; c; L) f

�

ur alle b 2 �

3. L

�

oschregeln:

(aq

e

; q

e

) und (q

e

a; q

e

) f

�

ur alle a 2 �; q

e

2 F

4. Abschlu�regeln:

(q

e

##;#) f

�

ur alle q

e

2 F

(!) Falls M bei w stoppt gibt es eine Folge von

Kon�gurationen (k

0

; k

1

; : : : ; k

t

) mit

k

0

= q

0

w, k

t

ist Endkon�guration

also k

t

= uq

e

v mit u; v 2 A

�

; q

e

2 F ) und k

i

` k

i+1

, Die obige Eingabe f

�

ur das MPCP besitzt ein L

�

osungswort

#k

0

#k

1

: : :#k

t

#k

0

t

#k

00

t

: : :#q

e

##

(k

0

t

; k

00

t

; : : : entstehen aus k

t

= uq

e

v durch L

�

oschung von

Nachbarsymbolen aus q

e

)

( ) Besitzt der obige MPCP eine L

�

osung mit i

1

= 1,

dann l

�

a�t sich eine stoppende Rechnung von M bei w ablesen.

Folgerung

PCP bleibt unentscheidbar, falls f

�

ur das Alphabet A gilt: A = f0; 1g. (\01{

PCP")

Beweis.

Es reicht zu zeigen: PCP � 01{PCP.

Sei A das Alphabet von PCP.

Betrachte: f : A! f0; 1g

�

mit f(a

r

) = â

r

= 01

r

.

Setze die Abbildung f auf A

�

fort.

Es gilt:

(x

1

; y

1

); : : : ; (x

n

:y

n

) besitzt L

�

osung , (x̂

1

; ŷ

1

); : : : ; (x̂

n

:ŷ

n

) besitzt L

�

osung.

Bemerkung

Sei PCP

k

die Variante des PCPs, deren Eingabe aus genau k Wortpaaren be-

steht.

Es gilt:

PCP

k

ist unentscheidbar f

�

ur k � 9.

PCP

k

ist entscheidbar f

�

ur k � 2.


