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1 Einleitung und Motivation

Aufgrund der immer grofler werdenden Diskrepanz zwischen Prozessorgeschwindigkei-
ten auf der einen, und Speicherzugriffszeiten auf der anderen Seite, gewinnt eine effi-
ziente Cache-Ausnutzung immer mehr an Bedeutung. So verdoppelt sich die Prozes-
sorgeschwindigkeit nach dem Moore’schen Gesetz etwa alle 18 Monate, wahrend der
Geschwindigkeitszuwachs bei Hauptspeichern mit nur 7% pro Jahr weit zuriick liegt [3].
Abbildung 1.1 aus [5] zeigt die Entwicklung dieser Liicke von 1980 bis 2000.
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Abbildung 1.1: Prozessor-Hauptspeicher Geschwindigkeitsliicke

Hierdurch wird deutlich, wie wichtig Caches sowohl im Software- als auch im Hardware-
Design sind. Ziel ist es nun, die Anzahl der Cache-Fehlschlage zu minimieren, so dass
nur moglichst wenig Speicherzugriffe aus dem langsamen Hauptspeicher bedient werden
miissen. Prinzipiell gibt es drei verschiedene Ebenen, auf denen hier angesetzt werden
kann [4].

Als unterste Ebene ist hierbei die Hardware zu nennen. So fithren gréfere Caches sowie
erhohte Assioziativitdt im Allgemeinen auch zu einer erhohten Trefferrate, jedoch auch
zu hoheren Kosten und konstruktionsbedingten langsameren Zugriffszzeiten.

Der nachste Ansatzpunkt ist auf der Compiler-Ebene zu finden. So konnten ,, wohldurch-
dachte®“ Platzierungen der Daten im Hauptspeicher, sowie eine ,,geschickte“ Umordnung
der Ausfithrungsreihenfolge der Befehle zu einer erhohten Ausnutzung der Referenzlo-
kalitat fithren - sowohl in zeitlicher, als auch in raumlicher Hinsicht. Da dies bei einem
Compiler automatisch geschehen muss und nicht auf spezielle Probleme bzw. Algorith-
men begrenzt werden kann, erreicht man hier schnell die Grenze des Realisierbaren.
Jedoch gibt es auch hier Ansatze, wie beispielsweise das ,,Loop Tiling“. Die Kernidee
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ist hier, eine Schleife, welche auf einem groflen Datenbereich arbeitet, derart in kleinere
Schleifen aufzuteilen, dass moglichst viele Speicherzugriffe aus dem Cache bedient wer-
den kénnen. Fiir weitergehende Informationen sei der Leser auf [2] verwiesen.

Somit sind wir auf der dritten Ebene, welche sich an den Anwendungsentwickler richtet.
Im Gegensatz zu einem Compiler hat dieser - zumindest im Idealfall - eine viel tiefer
gehende Kenntnis iiber sein Programm, und damit auch weitergehende Moglichkeiten
der ,Umgestaltung“. Da dies auch die Stelle ist an der diese Arbeit ansetzt, wollen wir
uns dieser nun etwas ausfiihrlicher zuwenden.

1.1 Cache-Effizienz auf Anwendungsentwicklungsebene

Wie schon angedeutet, gibt es zwei verschiedene Ansatzpunkte zur Erhéhung der Cache-
Trefferrate. Der erste ist gegeben durch die zeitliche Referenzlokalitat und der hiermit
verbundenen LRU-Verdrangungsstrategie der Caches. Vereinfacht dargestellt ist das Ziel
hierbei, zwischen zwei Speicherzugriffen auf die gleiche Zelle A nur so viele paarweise
verschiedene abweichende Speicherzugriffe zuzulassen, wie der Cache noch zu speichern
vermag. Bei einer erneuten Anfrage der Zelle A kann diese aus dem Cache bedient
werden. Das dies nicht global fiir alle moglichen Speicherzugriffe geschehen kann, ist
offensichtlich. Allerdings lassen sich durch lokale Anderungen oftmals erhebliche Lei-
stungssteigerungen erreichen. Hierzu sei bespielhaft auf die Arbeit , Lists Revisited: Ca-
che Conscious STL Lists“ [7] verwiesen. Hier werden STL-Listen unter Einbeziehungen
der Cache-Effizienz neu implementiert, was gegeniiber vergleichbaren LEDA oder GCC
Listen zu einer 5-10 fachen Geschwindigkeitssteigerung beim Traversieren und einer 3-5
fachen Steigerung beim Sortieren fiihrt.

Der zweite Ansatz basiert auf einer weiteren Cache-Eigenschaft, dem sogenannten Prefet-
ching. Zur Erklarung gehen wir kurz auf die Cache- bzw. Hauptspeicherorganisation ein.
Fiir weitergehende Informationen sei beispielhaft auf das Werk ,, Computer Architecture.
A Quantitative Approach* [12] verwiesen. Sowohl der Cache als auch der Hauptspeicher
sind in Blocke fester Grofle aufgeteilt. Im Zusammenhang von Caches redet man auch
von (Cache-)Zeilen. Typische Groflen sind 64 oder 128 Byte. Wird nun ein Datum von
der CPU angefordert, welches nicht im Cache vorgehalten ist, so wird nicht nur dieses
einzelne Datum, sondern der ganze Block in den Cache geladen. Dieses Vorgehen be-
grindet sich auf zwei Feststellungen. Zum einen ist die raumliche Referenzlokalitat eine
inhérente Programmeigenschaft (man denke nur an sequentielle Feldzugriffe oder an den
Programmcode selbst), so dass nachfolgende Speicherzugriffe mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit aus dem Cache bedient werden konnen. Zum anderen kriegt man dieses
erweiterte Einlesen aufgrund der Rechnerarchitektur quasi geschenkt. An einem Beispiel
soll nun verdeutlicht werden, was dieses Prefetching im Extremfall bewirken kann.
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1.1.1 Beispiel: Feldzugriffe

Wir wollen nun ein einfaches Programm schreiben, an welchem sich die potentiellen Zu-
gewinne an der Cache-Trefferquote und der hiermit verbundenen gesamten Leistungs-
steigerung durch Ausnutzung des Prefetchings erkennen lassen. Hierzu initialisieren wir
ein Integer-Feld data der Grofle sz mit den ersten sz — 1 natiirlichen Zahlen. Hieriiber
bilden wir nun die Summe. In einem ersten Versuch durch einen sequentiellen Lauf iiber
das Feld, anschlieBend durch einen randomisierten. Dies realisieren wir durch folgende
C++-Codezeile:

for (int i = 0; i < sz; i++) sum += datalaccess[i]];
access ist hierbei ebenfalls ein Integer-Feld der Gréfle sz und enthélt entweder fort-

laufend oder in einer zufélligen Permutation die Zahlen 0 bis n — 1. Abbildung 1.2
verdeutlicht dieses Vorgehen.

data ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘ 7 ‘ data ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘ 7 ‘
access ‘ 0 ‘ 1 ‘ 2 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 5 ‘ 6 ‘ 7 ‘ access ‘ 0 ‘ 3 ‘ 4 ‘ 2 ‘ 6 ‘ 1 ‘ 7 ‘ 5 ‘
(a) Sequentieller Zugriff (b) Randomisierter Zugriff

Abbildung 1.2: Auslesen eines Feldes

Bevor wir das Experiment starten, wollen wir kurz unsere Erwartungen darlegen. Die
Grofe einer Cache-Zeile auf der Zielplattform betriagt 64 Byte, kann also 8 Integer-Werte
(a 4 Byte) umfassen. Bei einem Cache-Fehlschlag wird stets die komplette Zeile gefiillt,
womit bei der sequentiellen Variante bereits die nachsten 7 benotigten Zahlen im Cache
zur Verfiigung stehen. Bei der randomisierten Variante ist dies (hochstwahrscheinlich)
nicht der Fall, es ist also bei jedem Zugriff mit einem Cache-Fehlschlag zu rechnen. Die
Fehlschlag-Rate erhcht sich also um den Faktor 8. Nun besteht das Programm aber
eben nicht nur aus diesen Feldzugriffen, welche auch aus dem Cache bedient nicht vollig
umsonst sind, weshalb die Verlangsamung etwas niedriger ausfallen sollte.

Tatséchlich ergibt sich jedoch bei der randomisierten Variante auf der getesten Ziel-
plattform eine Verlangsamung um einen Faktor grofler als 10. Somit reicht unser oben
beschriebener Prefetch-Ansatz als Erklarung nicht aus, und es muss weitere Caching-
Strategien geben, die zusatzliche Verbesserungen erzielen. Im néachsten Abschnitt wollen
wir ein Verfahren vorstellen, mit dem sich diese Liicke schlieflen 1af3t.
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Trotz allem hat dieses Beispiel gezeigt, wie stark der Einflul des Prefetchings von Ca-
ches sein kann. Zugegebenermaflen ist es sehr konstruiert, und hat aus zweierlei Griinden
nicht allzu viel praktische Relevanz. Zum einen wird dieses Programm extrem (und un-
realistisch) stark durch den Feldzugriff dominiert, so dass hier die Cache-Fehlschlagrate
deutlich durchschlagt. Zum anderen hat man es in der Praxis meist mit komplexeren
Datenstrukturen als einfachen (Integer-)Feldern zu tun. So auch in dieser Arbeit, wie
der Titel bereits andeutet.

1.2 Prefetching-Strategien

Wie im letzten Abschnitt festgestellt, muss es Prefetching-Strategien geben, die iiber
das Vorauslesen einzelner Cachezeilen hinausgehen. Wir wollen hier kurz eine Strategie
vorstellen, die leicht (in Hardware) zu implementieren ist, und als One Block Looka-
head-Strategie (OBL) bezeichnet wird. Sie gehort zur Familie der Sequential Prefet-
ching-Verfahren.

Die Kernidee besteht darin, den Block b + 1 schon vorauszulesen, falls ein bestimmter
Zugriff auf Block b statt findet. Bevor wir die Zugriffsart ndher charakterisieren, wollen
wir uns kurz iiberlegen, worin der Unterschied dazu besteht, einfach die Blockgrofie zu
verdoppeln. Zum einen kénnen wir das Vorauslesen von einer bestimmten Zugriffsart
abhangig machen. Zum anderen wirkt sich aber auch die LRU-Verdrangungsstrategie,
wie sie iiblicherweise bei Caches Anwendung findet, anders aus. Stellen wir uns hierzu
einen Block vor, welcher ein haufig referenziertes Wort enthélt. Der Rest dieses Blockes
wird jedoch iiberhaupt nicht bendtigt. Die Verdopplung der Blockgrofle fithrt nun dazu,
dass der gesamte Block standig im Cache vorgehalten wird, obwohl nur dieses eine Wort
haufig benotigt wird. Bei zwei kleinen Blocken jedoch kann hier unterschieden werden.
Enthélt der eine das hiaufig referenzierte Wort komplett, so kann der andere verdréangt
werden.

Nun wollen wir kurz zwei Varianten vorstellen, welche aus zwei verschiedenen Zugriffs-
arten resultieren.

1.2.1 Prefetch On Miss

Bei dieser Art des OBL wird der Block b+ 1 genau dann vorausgelesen, wenn ein Zugriff
auf Block b zu einem Fehlschlag fiihrt. Falls der Block b4 1 schon im Cache vorgehalten
ist, so wird hierfiir kein Hauptspeicherzugriff initiiert. Offensichtlich nachteilig an diesem
Verfahren ist, dass einem Vorauslesen zwangslaufig ein Fehlschlag vorangegangen sein
muss. Hieraus resultiert die Idee des zweiten Verfahrens.
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1.2.2 Tagged Prefetch

Beim sogenannten Tagged Prefetch ist mit jedem Speicherblock ein Markierungsbit as-
soziiert. Zu Beginn ist keines dieser Bits gesetzt. Bei einem Fehlschlag wird nun genau
wie beim Prefetch On Miss der Folgeblock in den Cache geladen. Gleichzeitig wird aber
auch das Markierungsbit (des Folgeblocks) gesetzt. Wird nun ein Wort aus einem sol-
chen markierten Block angefordert, so wird auch hier der nachfolgende Block in den
Cache geladen und das Bit wieder geloscht. Dieses Bit dient also der Feststellung, ob ein
vorausgelesener Block bereits referenziert wurde. Handelt es sich um einen Erstzugriff,
so wird auch in diesem Falle (neben dem eines Cache-Fehlschlag) ein weiterer Block
vorausgelesen.

Untersuchungen haben gezeigt, dass Tagged Prefetch die Cache-Fehlschlagrate um 50
bis 90% reduzieren kann, wahrend Prefetch On Miss nur etwa halb so gut ist. Fiir
weitere Verfahren und Ergebnisse sei auf das Paper ,Data Prefetch Mechanisms* [17]
verwiesen.

1.3 Zum Thema: Graphen

Nach dieser allgemeinen Einfithrung wollen wir uns nun dem Thema dieser Arbeit
nahern, den Graphen. Zunéachst soll dargelegt werden, von welchen Voraussetzungen
bzw. Grundlagen wir hier ausgehen. Hierbei soll insbesondere die speicherinterne Re-
prasentation von Graphen erlautert werden. Dies geschieht anhand des LEDA-Graph-
datentyps. AnschlieBend beenden wir dieses Kapitel mit der Frage, was wir denn tiber-
haupt erreichen wollen.

1.3.1 Ausgangssituation

Als erstes wollen wir nun kurz darlegen, wie ein LEDA-Graph denn iiberhaupt im Spei-
cher abgelegt wird. Im wesentlichen werden hier die Knoten und die Kanten in zwei Listen
gespeichert. Fiir jeden Knoten werden nun neben den Knoten-Informationen noch zwei
Listen mit Verweisen auf eingehende bzw. ausgehende Kanten gespeichert. Die Kanten
selbst werden in der Reihenfolge der Erzeugung im Speicher abgelegt. In den meisten
Fillen werden zuerst die Knoten erzeugt, anschliefend fiir jeden Knoten die ausgehenden
Kanten eingefiigt. Dies ist insbesondere der Fall, wenn ein Graph aus einem dimacs-File
I generiert wird. Dies hat zur Folge, dass ausgehende Kanten kompakt im Speicher lie-

ldimacs ist ein ascii-basiertes Datei-Format zur Speicherung von Netzwerken fiir Flu-Probleme, siche
http://dimacs.rutgers.edu/Challenges/
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gen, d.h. dass es zwischen aufeinanderfolgenden ausgehenden Kanten keine Liicken gibt.
Sollen nun die ausgehenden Kanten eines Knotens durchlaufen werden, so finden im
Speicher keinerlei Spriinge statt. In Bezug auf das Caching-Verhalten ist dieses Verhal-
ten offensichtlich optimal.

Anders sieht es hingegen bei den eingehenden Kanten aus. Hier ist eine solche Kompakt-
heit im Allgemeinen nicht gegeben.

1.3.2 Zielsetzung

Ziel dieser Arbeit ist es nun, eben diese Spriinge der eingehenden Kanten mit dem Ziel
eines besseren Caching-Verhaltens zu verdndern. Wir wollen also eine Anordnung der
Kanten finden, die bzgl. des Caching-Verhaltens moglichst effizient ist. Hierzu bieten sich
grundlegend zwei verschiedene Ansatzmoglichkeiten an. Wir kénnten die Kompaktheit
der ausgehenden Kanten aufgeben, und somit jede mogliche Anordnung zulassen. Nun
miifiten wir aber nicht nur einen Effizienzgewinn bei den eingehenden Kanten erreichen,
sondern zusatzlich noch den Verlust bei den ausgehenden Kanten ausgleichen.

In dieser Arbeit verfolgen wir daher den zweiten Ansatz, bei dem wir die Kompaktheits-
eigenschaft ausgehender Kanten aufrecht erhalten. Durch diese Einschrankung ist es uns
im wesentlichen nur moglich ganze Kantenblocke, also jeweils alle ausgehenden Kanten
eines Knotens simultan, zu ,,verschieben®“. Was dies genau bedeutet, wird in Kapitel 2
erortert.

1.4 Uberblick

Nach dieser informellen Einfiihrung werden wir das Problem in Kapitel 2 zunachst for-
mal erfassen. Basierend auf dieser formalen Darstellung entwickeln wir ein Giitemaf,
nach welchem es spéter zu optimieren gilt. Um einen leichteren Zugang zu dem Problem
zu erhalten, werden wir es in zwei Teilprobleme zerlegen, welche wir dann seperat zu
losen versuchen.

In Kapitel 3 stellen wir eine zweite Sichtweise auf unser Problem vor. Wir starten mit der
Adjazenzmatrix-Darstellung eines Graphen, und entwickeln darauf basierend schliefllich
einen Datentypen, der als Grundlage fiir unsere Algorithmen und damit auch ihrer Im-
plementierung dient.

Kapitel 4 stellt dann insofern einen wesentlichen Teil dieser Arbeit dar, als dass er
uns eine Rechtfertigung dafiir liefert, dass wir keinen optimalen Algorithmus entwickeln
werden. Dies hatte namlich zur Folge, dass die beiden Komplexitatsklassen P und NP
zusammen fallen wiirden, was nach allgemeiner Auffassung als ,,hochstgradig unwahr-
scheinlich “ angesehen wird.

Wir miissen uns also in Kapitel 5 mit Naherungslosungen zufrieden geben, zumindest
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wenn wir uns nicht auf kleinste Graphen (der Gréfienordnung bis etwa 20 Knoten) be-
schranken wollen. Es stellt sich zwangslaufig die Frage, wie wir diese Losungen iiberhaupt
beurteilen konnen. Da wir unsere Ergebnisse aus einsichtigen Griinden nicht mit dem
tatsachlichen Optimum vergleichen konnen, erscheint dies zunéchst gar nicht moglich.
Um zumindest einen Eindruck zu gewinnen, wenden wir zwei Strategien an. Zum einen
machen wir uns doch noch auf die Suche nach optimalen Loésungen, die wir zumindest
fiir kleine Graphen mittels vollstandiger Suche durchaus finden kénnen. Zum anderen
werden wir speziell generierte Netzwerke heranziehen, die uns sowohl in einer sehr guten,
als auch in einer sehr schlechten Version erstellt werden konnen.

Anschlieflend fithren wir in Kapitel 6 Experimente mit den zuvor entwickelten Algorith-
men durch. Wir untersuchen fiir verschiedene Graphen bzw. Netzwerke, inwieweit sie
sich in Hinblick auf unser Giitemafl verbessern lassen. Spezielle (optimierte) Max-Flow-
Netzwerke dienen schliefSlich als Eingabe eines Max-Flow-Algorithmus. In der Hoffnung
auf verbesserte Laufzeiten versuchen wir hiermit wieder den Zusammenhang zu der ei-
gentlichen Cache-Problematik herzustellen.

Kapitel 7 schlieflit die Arbeit mit einer Zusammenfassung und der Benennung weiterer
Aspekte dieser Problematik ab.



2 Das Kantensummen-Problem

Wie bereits in der Einfithrung angekiindigt, wollen wir uns dem Problem jetzt von der
formalen Seite nahern. Fassen wir noch einmal kurz das Wichtigste zusammen. Wir ha-
ben einen Graphen im Speicher liegen, die ausgehenden Kanten der einzelnen Knoten
jeweils kompakt, die eingehenden willkiirlich angeordnet. Unser Ziel ist es nun, die Kan-
ten unter Beibehaltung der ausgehenden Kompaktheit beziiglich eines besseren Caching-
Verhaltens umzuordnen. Wir werden also irgendwie versuchen miissen, die Spriinge im
Speicher nach irgendwelchen Kriterien zu minimieren. Eine prazisere Zielsetzung erfolgt
nach der formalen Darstellung. AbschlieBen wollen wir das Kapitel mit einer Ubersicht
iiber verwandte Graph-Probleme.

2.1 Ein Beispiel

Wir wollen uns zunéchst das Problem an einem konkreten Graphen anschauen. Hierzu
versehen wir die Kanten mit den jeweiligen Adressen im Speicher, wie in Abbildung
2.1(a) dargestellt.

(a) Speicheradressen (b) Fortlaufende Nummerierung

Abbildung 2.1: Graph mit Kantenbeschriftung
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Was sehen wir nun an diesem Beispiel? Beriicksichtigt man, dass eine Kante 44 Byte an
Speicher belegt (bzw. 2C Byte in hexadezimaler Schreibweise), so iiberzeugt man sich
leicht von der Kompaktheit der ausgehenden Kanten. Auflerdem zeigt sich, dass mit den
Kanten ein fortlaufender Speicherbereich allokiert wird (von B39FCC bis B3A1B0+2C).
Wir konnen unsere m Kanten also genauso gut ordnungserhaltend auf die Zahlen von 0
bis m — 1 abbilden, ohne hierdurch Informationen zu verlieren. Dies ist der Ausgangs-
punkt unserer formalen Darstellung.

2.2 Formale Darstellung

Beginnen wir mit einer Definition der grundlegenden Begriffe und Bezeichnungen.

Definition 2.1. Fin gerichteter Graph G ist ein Paar (V, E) zweier disjunkter, end-
licher Mengen, wobei EE C V. x V' gqilt. V' heifit hierbei die Menge der Knoten, E die
Menge der Kanten von G.

Fiir eine Kante e = (u,v) € E nennen wir u den Startknoten und v den Endknoten
von e. u bezeichnen wir mit source(e), v mit target(e). e ist hierbei eine ausgehen-
de Kante von u und eine eingehende Kante von v. Die Menge aller eingehender
Kanten eines Knotens v € V' werde mit inedges(v) bezeichnet, die Menge aller ausge-
hender Kanten mit outedges(v) Die jeweilige Anzahl der Elemente dieser Menge heifit
der Eingangsgrad bzw. Ausgangsgrad von v und wird mit indeg(v) bzw. outdeg(v)
bezeichnet.

Hierauf aufbauend wollen wir in der folgenden Definition ein erstes Maf fiir die Giite
einer Kanten-Anordnung bereitstellen.

Definition 2.2. Gegeben sei ein gerichteter Graph G = (V, E), ein Knotenv € V', sowie
eine bijektive Abbildung ¢ : E — {0,...,|F| — 1}. Die lokale Kantenbandbreite
(der eingehenden Kanten) von v bzgl. ¢ ist definiert als

S(v, ) = max{p(e)|e € inedges(v)} — min{y(e)|e € inedges(v)}

Was fiir eine Bedeutung hat nun dieser Kantenbandbreiten-Begriff fiir unser Problem?
Nehmen wir uns hierzu einen Knoten v aus unserem Graphen, dessen eingehende Kan-
ten wir traversieren wollen. Weiterhin sei eine Speicheranordnung der Kanten durch eine
Abbildung ¢ gegeben.

Die eingehenden Kanten von v erstrecken sich nun im Speicher auf einen Bereich der
GroBe S(v, @) * size(edge). Hierbei gibt size(edge) den bendtigten Speicherplatz fiir eine
einzelne Kante an, in obigem Beispiel also 44 Byte.

Nach unseren in der Einfithrung dargelegten Uberlegungen zum Prefetch-Verhalten von
Caches ist es fiir eine effiziente Cache-Ausnutzung sicherlich sinnvoll, diesen Bereich

10
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moglichst klein zu machen. Aus diesem Grund bildet obige Definition die Basis un-
serer spateren Optimierungsziele. Wir wollen an dieser Stelle jedoch nicht unerwahnt
lassen, dass man sich viele andere, auch bessere Giitemafle iiberlegen kann, sofern man
detaillierter auf die konkreten Beschaffenheiten der Caches eingeht. So kann man sich
beispielsweise vorstellen, dass ein grofler Sprung besser ist als viele kleine, auch wenn
sie in der Summe kleiner sein mogen. Denn schlimmstenfalls invalidiert jeder der kleinen
Spriinge den vorhergesagten Cache-Inhalt, wahrend dies bei dem groflen Sprung unter
Umstanden nur einmal der Fall ist.

Trotzdem wollen wir es hier im wesentlichen bei diesem Mafl belassen. Denn zum einen
wollen wir unsere Verfahren moglichst allgemein halten, zum anderen wiirde die Einbe-
ziehung weiterer Aspekte den Rahmen dieser Arbeit sprengen.

Statt der so definierten Bandbreite konnten wir uns auch auf die Summe der Liicken
beschranken, was wie folgt aussdhe. Seien ey, ..., e, die bzgl. ¢ aufsteigend sortierten
eingehenden Kanten von v. Insbesondere gilt also

e; = min{p(e)|e € inedges(v)} und e, = max{y(e)|e € inedges(v)}. (%)

Die Summe der Liicken ergibt sich nun zu

k

Sa(v,9) ==Y (e — (eim1 + 1))
i=2
Dies lafit sich aber wie folgt umformen
k k
Sa(v, ) = Z(ei —(ei-1) — Z 1

=2 i=2
=e,—e1+k—1 (Teleskopsumme)
= S(v, p) + indeg(v) — 1 (%)

Es gibt also keinen gravierenden Unterschied zwischen diesen beiden Maflen. Insbeson-
dere spielt es keine Rolle, welches wir minimieren wollen.

Nun haben wir uns bis jetzt auf einen einzelnen Knoten beschrankt. Die Erweiterung
auf den gesamten Graphen ist Gegenstand der

Definition 2.3. Gegeben sei ein gerichteter Graph G = (V, E), sowie eine bijektive
Abbildung ¢ : E — {0,...,|E| — 1}. Die Bandbreiten-Summe (der eingehenden
Kanten) von G bzgl. ¢ ist definiert als

S(G,p) = Z S(v,p) = Zmax{cp(e)\e € inedges(v)} — min{y(e)|e € inedges(v)}

veV veV

Bemerkung. Im folgenden sprechen wir auch oft nur noch von den Kosten (einer Kan-
tennummerierung) und meinen damit stets die Bandbreiten-Summe geméfl Definition
2.3.
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2 Das Kantensummen-Problem

Fiir die Formulierung unseres Ziels brauchen wir schliellich noch den Begriff der Kom-
paktheit, wie er in der folgenden Definition bereitgestellt wird.

Definition 2.4. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Eine bijektive Abbildung ¢ :
E —H0,...,|E| — 1} heifit kompakt bzgl. ausgehender Kanten (kurz kompakt)
genau dann, wenn gilt:

VoeV 3jeN g(outedges(v)) ={j,...,j + outdeg(v) — 1}

Ziel. Finde eine bijektive Abbildung ¢ unserer Kantenmenge F in die ersten |E| — 1
natiirlichen Zahlen, welche den beiden folgenden Bedingungen gentigt:

1. ¢ ist kompakt

2. Unter allen bijektiven und kompakten Abbildungen ¢’ : E — {0,...,|E| —1} ist
die Bandbreiten-Summe bzgl. ¢ minimal

Kurz zusammengefafit stellt sich unser Problem wie folgt dar:

MiBs
Gegeben: Gerichteter Graph G = (V, E)
Gesucht:  Bijektive und kompakte Abbildung ¢ : E — {0, ..., |E| — 1} mit
S(G, ) =min{S(G, ¢)|l¢: E — {0,...,|E| — 1} bijektiv und kompakt }

Bevor wir einen Datentypen fiir eine effiziente Behandlung des Problems bereitstellen,
wollen wir uns im folgenden Abschnitt noch eine Vereinfachung des Problems tiberle-
gen.

2.3 Vereinfachung

Um dieses sehr komplexe Problem ein wenig handhabbarer zu machen, wollen wir es in
zwei Teilprobleme zerlegen, welche wir unabhangig voneinander 16sen. Schauen wir uns
hierzu den zulassigen Losungsraum, welcher aus allen kompakten Permutationen besteht,
etwas genauer an. Ganz naiv kénnten wir hergehen und wirklich jede Permutation testen.
Zum einen, ob sie tatsachlich kompakt ist, zum anderen, wie es sich mit den Kosten
verhélt. Verniinftiger ware es jedoch, generell nur solche Permutationen zu erzeugen, die
auch tatsachlich als Losung in Betracht kommen kénnen. Hierzu fassen wir die Kanten in
Blocken zusammen. Jeweils alle ausgehenden Kanten eines Knotens bilden einen solchen
Block. Sowohl die Kanten innerhalb der Blocke, als auch die Blocke selbst ordnen wir
nun linear an und nummerieren die Kanten bei 0 beginnend gemaf dieser Anordnungen
durch. Abbildung 2.2 zeigt ein Beispiel.

12



2 Das Kantensummen-Problem

(a) Graph vor Vertauschung (b) Graph nach Vertauschung

[o[2]2][2][e]s]e] Lofa]z][s] [4]s][e][7]8]o] [s0]na]
0 1 2 3 4 5 0 1 4 3 2 5]
(¢) Kantenblocke vor Vertauschung (d) Kantenblocke nach Vertauschung

Abbildung 2.2: Externe Umordnung durch Vertauschung der Kantenblécke 2 und 4

Wir unterscheiden zwei Gruppen moglicher Umordnungen:

Interne Umordnung Permutation der Kanten innerhalb eines Blocks

Externe Umordnung Permutation der Kantenblocke

In naheliegender Weise ergibt sich durch diese Gruppierung eine Zerlegung des Problems.
In einem ersten Schritt wollen wir die Kosten mittels externer Umordnungen minimie-
ren bzw. senken. Erst im Anschluf§ kiimmern wir uns in einer zweiten Phase um die
interne Andordnung der Kanten. Als logische Konsequenz dieser Vorgehensweise ergibt
sich, dass wir fiir die Kostenberechnung in der ersten Phase die interne Kantenanord-
nung vollig unberiicksichtigt lassen. Was dies konkret bedeutet, werden wir im nachsten
Abschnitt sehen.

Zuvor wollen wir jedoch noch auf eine Problematik unerer Vorgehensweise aufmerksam
machen. Nun ist es keineswegs klar, dass eine optimale Losung des Gesamtproblems aus
einer optimalen Teillosung nach der externen Umordnungsphase hervorgeht. Es kann
also durchaus sein, dass durch diese zweistufige Minimierung Optimallosungen gar nicht
erst gefunden werden konnen. Doch diese Gefahr nehmen wir zugunsten der deutlichen
Vereinfachung in Kauf. Wie wir spater sehen werden, ist das Problem , hochstwahrschein-
lich “ sowieso nicht effizient 16sbar, weshalb wir gar nicht umhin kommen, (méglicherweise
optimale) Losungen aufler Acht zu lassen.

13



2 Das Kantensummen-Problem

2.4 Verwandte Probleme

AbschlieBend wollen wir eine Ubersicht iiber verwandte Graph-Probleme geben. Es sei
angemerkt, dass den folgenden Problemen stets ein ungerichteter Graph zugrunde liegt.
Zunachst stellen wir die Klasse der sogenannten Graph-Layout-Probleme vor. Unter
einem solchen Layout verstehen wir eine Nummerierung der Knoten mit paarweise ver-
schiedenen ganzzahligen Werten. Ziel ist nun, ein solches Layout zu finden welches eine
bestimme Kostenfunktion optimiert. Ein Uberlick iiber derartige Probleme ist in [6] ge-
geben. Herausgreifen wollen wir das sogenannte Bandbreiten-Problem. Hier ist das Ziel,
ein solches Layout der Knoten zu finden, welches die maximale Differenz benachbarter
Knoten minimiert. Bereits im Jahre 1976 konnte in [15] die NP-Vollstandigkeit dieses
Problems gezeigt werden.

Wiéhlt man nun nicht die Minimierung der maximalen Differenzen als Optimierungsziel,
sondern die Minimierung der entsprechenden Summen, so fiihrt dies zum Minimum Li-
near Arrangement-Problem, welches in der Literatur auch unter den Namen Bandwidth-
Sum- oder Edgesum-Problem [19] zu finden ist. Auch hier konnte die NP-Vollstandigkeit
nachgewiesen werden [10]. Dieses Problem werden wir in Kapitel 4 ausfiihrlich vorstellen
und mit dessen Hilfe die NP-Vollstandigkeit unseres Kantensummen-Problems nachwei-
sen.

Als letztes mochten wir das sogenannte Kantenbandbreiten-Problem vorstellen. Hier su-
chen wir, analog zum (Knoten-)Bandbreiten-Problem, eine Nummerierung der Kanten,
welche die maximale Differenz zweier inzidenter Kanten minimiert. Indem wir zu ei-
nem gegebenen Graphen G seinen Line-Graphen konstruieren, erhalten wir eine In-
stanz des Knotenbandbreiten-Problems, dessen Losung uns sofort eine Losung unse-
res Ausgangsproblems liefert. Hierbei ist die Knotenmenge des Line-Graphen gerade
durch die Kanten des Ursprungsgraphen definiert. Zwei solche Knoten sind benach-
bart genau dann, wenn die entsprechenden Kanten in G inzident sind. Damit ist das
Kantenbandbreiten-Problem aus komplexitatstheoretischer Sicht zumindest nicht schwe-
rer als das Bandbreiten-Problem. Es ist offen, ob dieses Problem iiberhaupt NP-hart ist
[13].

14



3 Der Bandbreiten-Graph

Wie bereits angekiindigt, wollen wir nun einen Datentypen bereitstellen, mit Hilfe dessen
wir das beschriebene Problem bearbeiten kénnen. Uberlegen wir uns zuniichst einmal,
welche Operationen wir iiberhaupt bendtigen. Zum einen miissen wir die Kosten gemaf
obiger Definition berechnen konnen. Hierzu benotigen wir Zugriff auf die gréfite und
kleinste eingehende Kante eines jeden Knotens. Dies sollte mit unserem Datentyp in
Zeit O(1) moglich sein. Zum anderen miissen wir oben beschriebene interne und externe
Kantenumordnungen durchfiihren konnen.

3.1 Die Adjazenzmatrix

Auf der Suche nach einer geeigneten Représentation unseres Graphen schauen wir uns
in einem ersten Schritt einmal seine Adjazenzmatrixdarstellung an. Hierzu zunéchst
folgende

Definition 3.1. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit der Knotenmenge V =
{vo,...,vn_1}. Die Adjazenzmatriz A = (a;j)nxn € {0,1}" ist definiert durch

S 1 falls (v;,v;) € E
Y00 falls (vg,0) ¢ E

Wir haben in dieser Defintion bewusst Zeilen und Spalten gegeniiber der allgemein tibli-
chen Defintion vertauscht. Wir werden nachher sehen warum. Betrachten wir zunachst
das Beispiel in Abbildung 3.1(b). Hierin steht ein X in Zeile ¢ und Spalte j fiir eine Kante
von Knoten ¢ zu Knoten j, entspricht also der 1 in obiger Defintion. Kein X bedeutet
dementsprechend 0. Die Liicken zwischen eingehenden Kanten sind grau dargestellt.

Wie konnen wir nun diese Matrix fiir unser Problem verwenden? Hierzu iiberlegen wir
uns als erstes, wie wir mit Hilfe einer solchen Matrix eine (giiltige) Nummerierung der
Kanten herbeifithren konnen. Eine Spalte der Matrix repréasentiert ja nun genau die
Menge der ausgehenden Kanten des entsprechenden Knotens, welche es kompakt zu
halten gibt. Wir miissen also fiir jede Spalte fortlaufende Nummern fiir alle Eintrage
vergeben. Hierbei wollen wir links (in der ersten Spalte) beginnen, und schrittweise
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3 Der Bandbreiten-Graph

5 X X

4 | X X | X

3 X X
2 X

1 X X | X
0 X

01 2 3 4 5

(a) Graph (b) Adjazenzmatrix

Abbildung 3.1: Adjazenzmatrixdarstellung unseres Beispielgraphen

weiter nach rechts vordringen, bis zur letzten Spalte. Eine externe Umordnung - wie
oben beschrieben - findet nun einfach durch Spaltenvertauschungen statt. Innerhalb der
Spalten konnen wir die Nummern frei verteilen, was gerade den internen Umordnungen
entspricht.

Da die kleinste Nummer einer Spalte implizit durch die Position der Spalte gegeben
ist, brauchen wir hier nur mit einem entsprechenden Offset zu arbeiten. Wir erweitern
unsere Adjazenzmatrix entsprechend dieser Uberlegungen in

Definition 3.2. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit der Knotenmenge V =
{vo, ..., vn_1}. Eine erweiterte Adjazenzmatriz A. = (a;j)nxn € {0,1}" ist definiert
durch
offset; ((v;,v;)) falls (v;,v;) € E
;5 =
’ -1 falls (vj,v;) ¢ E

Hierbei sind
offset; : outedges(v;) — {0, ...,outdeg(v;) — 1} ,i=0...n—1

bijektive Abbildungen.

Wie oben skizziert, induziert eine solche Matrix in natiirlicher Weise eine Nummerierung
der Kanten des zugrunde liegenden Graphen. Spaltenvertauschungen fithren zu exter-
nen Umordnungen, die Wahl der offset;-Funktionen bestimmt wiederum die internen
Ordnungen. Dies halten wir fest in

Definition 3.3. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit V- = {vo,...,v,_1}, A. die
erweiterte Adjazenzmatriz von G bzgl. (offset; : outedges(v;) — {0, ..., outdeg(v;) —
1});:; Weiterhin sei eine bijektive Abbildung m : V. — {0,...,n — 1} gegeben. Die
Abbildung

num : E — {0,...,|E| -1}

16



3 Der Bandbreiten-Graph

defniert durch

m(v;)—1 1
(vj,v;) — Z outdeg(m(vy)) + offset(v;) (Z ...:=0)

heifit die von A. induzierte Nummerierung der Kanten von G.

Somit sind wir auch in der Lage, die Kosten zu berechnen. Da wir jetzt jeder Kante in
eindeutiger Weise eine giiltige Nummer zuordnen konnen, ware dies mittels Definition
2.3 ohne weiteres moglich. Doch kommen wir hierzu auch ohne absolute Kantennummern
aus. Dies wollen wir an folgendem Beispiel in Abbildung 3.2 verdeutlichen.

52 o] |2
PRE 0 a
3 0 0ol2

2| |o 1

10 113

0 2 1

0 1 2 3 4 5

(a) Graph (b) Adjazenzmatrix
Abbildung 3.2: Erweiterte Adjazenzmatrixdarstellung unseres Beispielgraphen

Hier haben wir den Graphen aus Abbildung 3.1(b), zusammen mit einer erweiterten
Adjazenzmatrix. Die X-Markierungen wurden durch die entsprechenden Offsets ersetzt,
welche sich aus dem Graphen ergeben. Auflerdem wurde die Matrix um die Ausgangs-
grade (erste Zeile) bzw. Eingangsgrade (letzte Spalte) ergénzt. Nun wollen wir die lokale
Bandbreite des Knotens 4 bestimmen, dessen Zeile in der Matrix hervorgehoben ist. Die
zu seiner Bestimmung relevanten Spalten sind grau hinterlegt: Die Spalten der einge-
henden Startkante und Endkante hellgrau, die Spalten der dazwischen liegenden Knoten
dunkelgrau. Geméaf3 der Definition der induzierten Nummerierung haben alle Kanten im
dunkelgrauen Bereich eine Nummer zwischen derer von Start- bzw. Endkante, verursa-
chen also Kosten von eins. Die Gesamtkosten einer solchen Spalte sind gegeben durch
den Ausgangsgrad aus der obersten Zeile. Die entsprechenden Kanten sind sowohl in der
Matrix als auch im Graphen rot dargestellt. Nun miissen wir noch im hellgrauen Bereich
tiberpriifen, welche Offsets grofler des Offsets der Startkante bzw. kleiner gleich dessen
der Endkante sind (vgl. Definition 2.2). Diese sind jeweils blau dargestellt. Insgesamt
ergeben sich fiir den Knoten 4 also Kosten in Hohe von 6.
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3 Der Bandbreiten-Graph

3.2 Vereinfachung: Ein zweites Kostenmal3

Wir wollen nun auf die bereits angesprochene Vereinfachung aus Abschnitt 2.3 zurtick-
kommen. Zunachst werden wir diese an einer alternativen Darstellung unserer Adjazenz-
matrix einfithren, bevor wir sie anschliefend formal erfassen. Abbildung 3.3 zeigt eine
solche ,, Bandbreiten-Darstellung “ unseres Beispielgraphen.

1 2 3 4 5
(a) Graph G (b) Bandbreiten-Graph B

Abbildung 3.3: Bandbreiten-Graph-Darstellung

Was hat sich gegeniiber der Adjazenzmatrix-Darstellung geandert? Fiir jeden Knoten in
G haben wir in B einen Knoten der Lange des entsprechenden Ausgangsgrades. Waren
die eingehenden Kanten eines Knotens v in der Matrixdarstellung durch ein X gekenn-
zeichnet, so werden in dieser Darstellung benachbarte eingehende Kanten von v durch
eine Kante verbunden. Dies auf der Hohe der entsprechenden Knotennummer. Schlie-
lich werden die Offsets durch die entsprechende Start- bzw. Endposition innerhalb des
Knotens reprasentiert. Die lokale Bandbreite eines Knotens ist nun durch die Summe
der Langen der entsprechenden Kanten in B gegeben.

Die bereits beschriebene Vereinfachung besagt nun, dass wir uns zunéachst nur um die
externe Ordnung kiimmern, also die internen Ordnungen innerhalb der Knoten erst ein
mal vollig auler Acht lassen. Wie stellen wir dies am geschicktesten an? Zunachst be-
merken wir kurz, das die exakte Position einer Kante innerhalb eines Knotens nur fir
Start- und Endknoten eines Pfades relevant sind. Dies diskutieren wir ausfiihrlicher im
Kapitel 5. Bleibt also nur die Frage, was wir mit Start- und Endkanten machen. Da wir
noch nicht wissen, wie die exakte Ordnung innerhalb der Knoten spéater ein mal aussehen
wird, erreichen wir die beste Annédherung durch die Wahl der Mittelposition. Abbildung
3.4 veranschaulicht dies. Hierbei ist jeder Knoten mit seiner Lange gekennzeichnet.

Diese Uberlegungen fithren zu einem neuen Kostenbegriff, welchen wir in Definition 3.5

bereitstellen wollen. Zuvor wollen wir jedoch noch den Begriff der Start- bzw. Endknoten
prazisieren in
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3 Der Bandbreiten-Graph

T 3

- M

=

Abbildung 3.4: Vereinfachung - Kanten starten und enden in der Knotenmitte

Definition 3.4. Seien G = (V, E) ein gerichteter Graph, 7 eine bijektive Abbildung auf
V und v € V gegeben. Wir definieren

NB(v) := {source(e)|e € inedges(v)}

als die Menge der Nachbarn von v (bzgl. eingehender Kanten). Hierbei nennen wir
u € NB(v) mit m(u) = min{r(w)|w € NB(v)} den kleinsten Nachbarn von v bzgl. m und
schreiben fiir w min_neighbor, (v). Die entsprechende Kante (min_neighbor, (v),v) nen-
nen wir minimale (eingehende) Kante von v und schreiben hierfir min_edge, (v).
In analoger Weise ist der grofite Nachbar und die maximale Kante von v definiert.

Die minimale Kante eines Knotens v ist also diejenige eingehende Kante von v, welche
bzgl. m den kleinsten Sourceknoten besitzt. Die maximale Kante ist dementsprechend
diejenige mit dem grofiten Sourceknoten.

Definition 3.5. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph und m eine bijektive Abbildung
auf V. Die Abbildung len : V. — N sei definiert durch v — outdeg(v), v € V. Die
Ndaherungskosten von G bzgl. 7 sind definiert als

approx_cost, (G) := Z( Z len(u) — %(len(mv) + len(Mv))>

veV ueV
My <7 (u) <My
wobei m, := min_neighbor_(v) und M, := max_neighbor_(v), v € V. Hierbei nennen

wir m auch eine Knotenanordnung oder kurz Anordnung von V.

In einer letzten Definition fiihren wir noch einen Positionsbegriff ein, welcher uns im
Anschluss eine leichtere Berechnung der Naherungskosten ermoglicht.
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3 Der Bandbreiten-Graph

Definition 3.6. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Eine Platzierung der Knoten-
menge V' st eine Abbildung pos : V. — N. Fir einen Knoten v € V' heifst pos(v) die
Position von v. Eine Platzierung heifst gultig, falls

Vv € V pos(v) = Z len(u)
ueV

pos(u)<pos(v)
uF#v

Fiir eine Anordnung der Knotenmenge m:V — {0,...,|V| — 1} heifit die durch
pos, :V — N v— Z len(u)
ueV
7(u)<m(v)

definierte Abbildung die von m induzierte Platzierung von V.

Hiermit gilt fiir die Naherungskosten der folgende

Satz 3.1. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph. Setze m, := min_neighbor_(v), M, :=
max_neighbor_(v), v € V. Dann gilt.

approx_cost(G) = Z (posw(Mv) — pos,(my) + %(len(]\/[v) - len(mv))) :

veV

Beweis. Sei v € V beliebig. Es gilt

pos,. (M,) — pos,(m,) + 1(len(]\L}) + len(mv))

2
1
= Z len(u) — Z len(u) + §(len(Mv) + len(m,))
ueV ueV
m(u)<m(My) w(u)<m(my)
1
= Z len(u) — len(M,) + §(len(Mv) + len(m,))
ueV
m(my) <m(u)<m(My)
1
- Z len(u) — E(len(MU) + len(m,))
ucV
w(my) <m(u)<m(My)

3.3 Der abstrakte Datentyp

In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst noch einmal kurz die wesentlichen Bestandteile
unseres Bandbreiten-Graphen bw_graph zusammentragen. Anschlieend werden wir die
wichtigsten Operationen auf diesem Datentypen definieren.
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3 Der Bandbreiten-Graph

3.3.1 Komponenten des Bandbreiten-Graphen

Grundlegend fiir unseren Bandbreiten-Graphen ist ein gerichteter Graph G = (V| E)
zusammen mit einer Anordnung der Knoten 7. Die Knoten aus V' versehen wir geméfl
unseren vorangegangen ﬂberlegungen noch mit zwei zuséatzlichen Informationen. Zum
einen hat jeder Knoten eine Lange len, welche seinem Ausgangsgrad entspricht, zum
anderen eine durch 7 induzierte Position pos.

Die Kanten werden mit einem offset versehen, welcher entweder die tatsachliche Positi-
on innerhalb eines Knotens enthalt, oder aber in der externen Umordnungsphase dessen
Mittelpunkt.

3.3.2 Operationen auf dem Bandbreiten-Graphen

Nun wollen wir die grundlegenden Operationen unseres Datentypen definieren, wie wir
sie auch in Kapitel 5 zur Beschreibung unserer Algorithmen benétigen.

Definition 3.7. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph, V = {vo, ..., vn_1},1 € {0,...,n—
2}. Unter der Inkrementierung des Knotens v; verstehen wir die Uberfiihrung einer
Anordnung 7 in eine Anordnung ', fir die gilt:

w(j)+1 fallsj=1
()= 7m() -1 fallsw(j)=i+1
7(j) sonst

In analoger Weise ergibt sich

Definition 3.8. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph, V = {vo, ..., vn_1},1 € {1,...,n—
1}. Unter der Dekrementierung des Knotens v; verstehen wir die Uberfihrung einer
Anordnung 7 in eine Anordnung =, fir die gilt:

w(j)—1 fallsj=1i
() =< 7))+ 1 fallsw(j)=1i—1
7(7) sonst

Weitere Operationen werden in Kapitel 5 an entsprechender Stelle eingefiihrt.

3.4 Der konkrete Datentyp

In diesem letzten Abschnitt wollen wir noch kurz einen Blick auf die grundlegende Da-
tenstruktur fiir unseren Bandbreiten-Graphen werfen. Zunachst einmal bemerken wir,
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3 Der Bandbreiten-Graph

dass es auflerst teuer ware, tatsachlich eine Matrix als ein 2-dimensionales Feld zu im-
plementieren. Stattdessen speichern wir die Knoten in einem Feld entsprechender Grofe.
Fiir jeden Knoten stellen wir ein weiteres Feld der Grofle des jeweiligen Ausgangsgrades
bereit, in dem die Target-Knoten der ausgehenden Kanten gespeichert werden.
Schauen wir uns dies in Abbildung 3.5 fiir unseren Beispielgraphen G an.
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Abbildung 3.5: Datentyp bwgraph

Verweise fiir Start- und Endkanten sind in zwei entsprechenden Feldern gespeichert. Dies
ermoglicht uns die Berechnung der Kosten in Zeit O(n). Hierbei ist n die Anzahl der
Knoten von G.
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4 NP-Vollstandigkeit

Bevor wir uns auf die Suche nach Losungs- bzw. Approximationsverfahren machen, er-
scheint es sinnvoll, sich zunachst mit der Komplexitit des Problems zu befassen. Hierzu
ziehen wir ein verwandtes Problem heran, welches uns eine komplexitatstheoretische
Einordnung von MIBS ermoglicht. Bei diesem Problem handelt es sich um das soge-
nannte Minimum Linear Arrangement Problem. Zunachst wollen wir dieses vorstellen,
wie es tiblicherweise in der Literatur vorzufinden ist [14]. AnschlieBend stellen wir einen
Zusammenhang zu unserem Kantensummen-Problem her.

4.1 Das Minimum Linear Arrangement Problem

Starten wir mit zwei grundlegenden Defintionen, welche uns im Anschluf} eine formale
Darstellung des Problems ermoglichen.

Definition 4.1 (Lineares Arrangement). Sei G = (V,E) ein ungerichter Graph mit
V| = n. Ein lineares Arrangement von G ist eine bijektive Abbildung m : V —
{0,...,n—1}.

Definition 4.2 (Kosten einen Linearen Arrangements). Sei G = (V, E) ein ungerich-
teter Graph. Die Kosten eines Linearen Arrangements m von G sind definiert

durch
LA(G) = Y |m(i) — 7(j)|

(i,J)EE

Das Ziel ist nun, unter allen moglichen linearen Arrangements ein solches zu finden,
welches die Kosten minimiert. Formal stellt sich das Minimum Linear Arrangement
Problem (MINLA) wie folgt dar:

MINLA
Gegeben: Ungerichteter Graph G = (V, E)
Gesucht: 7:V — {0,...,|V]| — 1} bijektiv mit
LA(G) = LA(G) := min{LA(G)|r : V — {0,..., |V| — 1} bijektiv}
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Die Entscheidungsvariante 1at sich wie folgt formulieren:

MINLAp
Gegeben: Ungerichteter Graph G = (V, E), C € N
Frage: drn:V —{0,...,|V|— 1} bijektiv mit LA,(G) < C?

Unsere spiteren Uberlegungen basieren auf folgendem wichtigen Satz, fiir dessen Rich-
tigkeit wir hier nur auf die Literatur verweisen kénnen [9].

Satz 4.1. Die Entscheidungsvariante von MINLA ist NP-vollstandig.

Dieses Problem wollen wir nun so zu MIBS in Beziehung setzen, dass wir dieses Ergebnis
darauf ibertragen konnen.

4.2 NP-Vollstandigkeit von MIBS

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass es sich bei MiBS um ein NP-vollstandiges
Problem handelt. Da wir dies durch eine Reduktion von MINLA bewerkstelligen wer-
den, sollen zuvor noch einmal die Entscheidungsvarianten beider Probleme dargelegt
werden:

MINLA
Gegeben: Ungerichteter Graph G = (V, E), n:=|V|, C € N
Frage: d7:V — {0,...,n — 1} bijektiv mit Z |T(v) — m(u)| < C?

(u,v)EE

MiBs
Gegeben: Gerichteter Graph G = (V, E), B € N
Frage: J¢: E—{0,...,|E| — 1} bijektiv und kompakt'mit

Z(max{go(eﬂe € inedges(v)} — min{e(e)|e € inedges(v)}) < B?

veV

Satz 4.2. MIBS ist NP-vollstandig.

Bevor wir einen formalen Beweis fiihren, wollen wir zunachst die grundlegende Idee der
Reduktion darlegen.

'kompakt bzgl. ausgehender Kanten, siche Definition 2.4
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4.2.1 ldee

Wie bereits erwahnt, wollen wir das Minimum Linear Arrangement Problem auf un-
ser Kantensummen-Problem reduzieren. Hierzu miissen wir zu einer gegebenen Instanz
I = (G,C) von MINLA eine Instanz I’ = (G', C") von MiBs konstruieren, so dass fol-
gendes gilt: Es gibt eine Anordnung der Knoten von GG mit Kosten kleiner oder gleich
C genau dann, wenn es eine kompakte Nummerierung der Kanten von G’ mit Kosten
kleiner oder gleich C” gibt. Hierbei miissen wir C’ berechnen kénnen, ohne dass wir auf
eine konkrete Knotenanordnung bzw. Kantennummerierung zuriickgreifen kénnen. Die
Reduktion wollen wir am Beispiel des linearen Arrangements in Abbildung 4.1 vorstel-
len. Hierbei lassen wir zunachst die zweite Implikation - also dass wir von den Kosten
von GG’ auch wieder auf die Kosten von G zuriickschliefen kénnen - auler Betracht.

o0 O o 6

Abbildung 4.1: Ein einfaches lineares Arrangement G

Die Linear-Arrangement-Kosten ergeben sich nun im wesentlichen aus den Liicken bzgl.
einer Kante benachbarter Knoten (die genauen Kosten nach Definition 4.2 ergeben sich
durch Addition der Kantenanzahl).

Die Liicken wollen wir nun auf eine entsprechende MiBs-Instanz iibertragen, deren Ko-
sten gerade durch minimale und maximale eingehende Kanten (bzgl. einer Kantennum-
merierung) entstehen. Es bietet sich also an, fiir jede Kante von G einen Knoten in G’
mit jeweils genau zwei eingehenden Kanten zu konstruieren. Diesen Kanten miissen wir
nun derart Nummern geben koénnen, dass sich die resultierenden Kosten (Betrag der
Differenzen) aus der entsprechenden Kante von G herleiten lassen. Hierzu ibernehmen
wir die Knoten mit ihrer Anordnung aus G. Ausgehende Kanten gehen zu den jeweiligen
,Kanten-Knoten“ von G’, wie in Abbildung 4.2 dargestellt.

e O @ @

{0,1} {1,3}

Abbildung 4.2: Konstruierter MIBS-Graph G’

Wir wollen nun eine ordnungserhaltende Kantennummerierung finden. Dies soll bedeu-
ten, dass die Ordnung der Knoten von G durch die Kantennummerierung widergespiegelt
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wird. Eine Prézisierung findet sich in

Definition 4.3. Sei G = (V, E) ein ungerichteter Graph, 7 : V. — {0,...,|V| — 1}
bijektiv. Weiterhin sei G' = (V' E') ein gerichteter Graph mit V. C V'. Fine bijektive
und kompakte Abbildung ¢ : E' — {0,...,|E'| — 1} heifit ordnungserhaltend (bzgl.
), falls fir alle u,v € V-C V' gilt

Ve € outedges(u), Ve' € outedges(v) : m(u) < w(v) = p(e) < p(€')

In einem ersten Ansatz erhalten nun die Kanten die Nummern der jeweiligen Startkno-

ten.
o @ @ ()

Abbildung 4.3: Konstruierter MIBS-Graph G’ mit Kantennummerierung

Tatséchlich wéren auch hier die Kosten sogar gleich C. Jedoch verletzten wir die An-
forderungen an eine Kantennummerierung, welche nach Definition bijektiv sein muss.
Doch weder die Injektivitat, noch die Surjektivitat ist hier gegeben. Wie konnen wir
dies korrigieren, so dass wir den Graphen trotzdem noch noch fiir unsere Reduktion
gebrauchen konnen? Aufgrund der ordnungserhaltenden Eigenschaft entsteht eine der
beiden in Abbildung 4.4 dargestellten Situationen.

e @O G @ © O o @

(a) 1. Moglichkeit: Kosten 2 (b) 2. Moglichkeit: Kosten 4

Abbildung 4.4: Korrigierter MIBS-Graph (Bijektivitét)

Jetzt haben wir zwar die Bijektivitat der Kantennummerierung hergestellt, doch ha-
ben die Kosten nichts mehr mit denen des zugrunde liegenden MINLA-Problems zu
tun. Wie eingangs beschrieben, wollten wir aber auch gar nicht die eigentlichen Kosten
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iibertragen, sondern nur die Liicken. Nun verursachen die Liicken nach unserer bisherigen
Konstruktion noch iiberhaupt keine Kosten. Dies 1afit sich andern, indem wir die obe-
ren Knoten (jene aus dem MINLA-Graphen ) mit ,,Dummy-Kanten* erweitern. Eine
Dummy-Kante soll hierbei eine neue ausgehende Kante mit einem neuen Zielknoten sein.
Die Anzahl dieser Kanten soll nun so gewahlt werden, dass folgende zwei Bedingungen
erfiillt werden:

1. Der Ausgangsgrad der Knoten von G’ ist konstant
2. Die Gesamtkosten sollen von den Liicken dominiert werden

Der zweite Punkt soll bedeuten, dass wir die anderen Kosten (die eben nicht durch die
Liicken entstehen) in unserer Kostenabschétzung vollig vernachléssigen konnen.

Zur Herstellung der ersten Eigenschaften brauchen wir uns nur den Maximalegrad von
G anzuschauen (in unserem Beispiel also 2), und die Knoten um entsprechend viele
Dummy-Kanten zu ergdnzen. In Abbildung 4.5 ist unser neuer Graph dargestellt. Hierbei
haben wir zusatzlich eine Klassifizierung der Kanten vorgenommen, welche wir weiter

unten besprechen werden.
D; ;D

D

Abbildung 4.5: 1. Erweiterung von G’ mit Kanten-Klassifizierung

Wir bemerken zunachst, dass jede Liicke mit Kosten in Hohe des Grades von G zu
den Gesamtkosten von G’ beitriagt. Zur Herstellung der zweiten Eigenschaft betrachten
wir eine kostenoptimale ordnungserhaltende Nummerierung der Kanten. Um eine solche
zu erhalten, dient uns die Klassifizierung der Kanten. Neben den bereits besprochenen
Dummy-Kanten (D) gibt es noch sogenannte Linkskanten (L) und Rechtskanten (R).
Zur Erklarung betrachten wir einen Knoten, der eine Kante von G reprasentiert. Ein
solcher Knoten hat nach unserer Konstruktion stets zwei eingehende Kanten. Die zu-
gehorigen Quellknoten sind tiber das lineare Arrangement von GG geordnet. Die Kanten
mit den jeweils kleineren Quellknoten sind nun gerade unsere Linkskanten, die mit den
grofleren Quellknoten unsere Rechtskanten.

Nun ordnen wir unter Beachtung der Ordnungserhaltung den Linkskanten moglichst
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groffe Nummern, den Rechtskanten moglichst kleine Nummern zu. Mit den verbleiben-
den Zahlen werden die Dummy-Kanten nummeriert. Wie man sich leicht tiberzeugt, ist
hiermit gerade eine optimale ordnungserhaltende Kantennummerierung gegeben. Abbil-

dung 4.6 zeigt dies an unserem Beispiel.
4 ; ;5

7

Abbildung 4.6: 1. Erweiterung von G’ mit Kanten-Nummerierung

Nun kénnen wir die Gesamtkosten aufteilen in Kosten, die unmittelbar durch die Liicken
entstehen (welche wir als externe Kosten bezeichnen), und die verbleibenden Kosten (die
wir als interne Kosten bezeichnen). Letztere sind nun zwar abhéngig von einer konkre-
ten Anordnung der Knoten, kénnen jedoch nach oben abgeschatzt werden. Bevor wir
eine obere Schranke bestimmen, gehen wir zunachst davon aus, dass diese durch s ge-
geben sei. Die zweite Bedingung an die Anzahl der Dummy-Kanten wird nun dadurch
erfillt, dass wir den Ausgangsgrad der Knoten aus V' C V' nicht nur auf den Grad von
G erhohen, sondern auf s + 1. Die erste Bedingung bleibt hiermit erhalten.

Nun wollen wir eine solche obere Schranke s bestimmen. Betrachten wir hierzu einen
Knoten aus V C V’, den wir entsprechend unseren Uberlegungen um Dummy-Kanten
ergénzt haben. In Abbildung 4.7 ist ein solcher Knoten in der Lénge seines Ausgangs-
grads s + 1 dargestellt.

—— ——

0 .. r-1 r .. s-l [s-I+1 .. S

Dummy-Kanten
Abbildung 4.7: Interne Ordnung der ausgehenden Kanten eines Knotens v € V- C V'

Wir haben hier noch einmal unser Verfahren zur Nummernvergabe veranschaulicht. Die
r Rechtskanten erhalten die ersten » Nummern des jeweiligen Kantenblocks, die | Links-
kanten die letzten [ Nummern. Da nun die Linkskanten gerade unsere minimalen einge-
henden Kanten in G’ sind, und die Rechtskanten die maximalen, lassen sich die internen
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Kosten ¢y, die durch einen Knoten induziert werden, wie folgt berechnen:

-1 r
Cint = E i+ E i
1=0 1=0

Dass wir in der zweiten Summe das ¢ nicht auch nur bis » — 1 laufen lassen kommt daher,
dass wir hier nicht nur die Liicken eingehender Kanten betrachten, sondern die Differenz.
Fiir jedes eingehende Kantenpaar ist diese Differenz um eins grofler als die entsprechende
Liicke. Dies berticksichtigen wir bei den Rechtskanten. An unserem Beispiel wollen wir
uns in Abbildung 4.8 die Aufteilung der Kosten anschauen.

0/0 10 012 110
o 1 2 3 4 s 6 7
oo [Rft] [pfo] [RrR]D]

'

Abbildung 4.8: Intern/Extern induzierte Kosten der Knoten aus V' C V'

Wie wir sehen, haben wir hier interne Kosten von 2, und ebenfalls externe Kosten von 2.
Berechnen wir die Kosten nach Definition mittels der Differenzen eingehender Kanten, so
ergeben sich ebenfalls Gesamtkosten von (2 —1)+ (6 —3) = 4. Desweiteren wird in dieser
Abbildung deutlich, dass die internen Kosten unabhéngig von der Anzahl der Dummy-
Kanten sind. Jedoch sind diese, wie bereits erwahnt, abhéngig von der Anordnung der
Knoten von G. Eine Umordnung dieser Knoten hat im Allgemeinen Einflufl auf die
Anzahl der jeweiligen Links- bzw. Rechtskanten. Zwar ist ist die Gesamtheit beider
Kantenarten stets gleich, jedoch fiihrt dies im Allgemeinen nicht zu gleichen internen
Kosten, wie aus obiger Berechnung von ¢, ersichtlich ist. Eine obere Schranke fiir die
internen Kosten erhalten wir nun, wenn wir von dem (unmdglichen) Fall ausgehen,
dass jede Kante eine Rechtskante ist. Jede andere (mogliche) Aufteilung in Links- und
Rechtskanten verursacht geringere Kosten. Beriicksichtigen wir schlieSlich noch, dass die
Gesamtanzahl dieser Kanten durch den Grad des entsprechenden Knotens in G gegeben

ist, so liefert uns
I+r

i e 3
eine benotigte Abschatzung fiir s. Dleses konnen wir nun berechnen mittels

degq(v)

s=2 D 1

veV =0
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Fiir unser Beispiel berechnet sich diese Schranke also zu s = (0+ 1)+ (0+1+2) +0+
(0+ 1) = 5. Abbbildung 4.9 zeigt den endgiiltigen Graphen G'.

Abbildung 4.9: Endgiiltige Version unseres Graphen G’

Wir haben zu G = (V, E) mit |E| = m also einen Graphen G' = (V’, E’) konstruiert,
der folgendes leistet: Falls es eine Anordnung der Knoten von GG mit Kosten kleiner oder
gleich C' gibt, so kénnen wir eine Nummerierung der Kanten von G’ finden, so dass die
entstehenden Kosten kleiner oder gleich (s+1) - (C'—m) + s sind. C'— m ist eine obere
Schranke fiir die Summe der Liicken in unserem Linearen Arrangement.

Zur Umkehrung bemerken wir, dass eine bijektive und kompakte Nummerierung der
Kanten eine Ordnung der Knoten von G induziert (vgl. Definition 4.3). Von dieser Num-
merierung konnen wir nun aber 0.B.d.A. annehmen, dass diese bzgl. der Ordnung der
Knoten von G optimal ist (falls sie es nicht ist, erhalten wir eine solche durch eine ent-
sprechende Umnummerierung der Kanten mit geringeren Kosten). Von dieser optimalen
Nummerierung ausgehend konnen wir nun aber wieder zuriickschlieen auf die Kosten
des Linearen Arrangements.

4.2.2 Formaler Beweis

Aufbauend auf den vorausgegangenen Uberlegungen wollen wir nun den formalen Beweis
fithren.

Beweis. Die Zugehorigkeit M1Bs € N P ergibt sich durch den iiblichen Guess & Check-
Ansatz (,rate“ Permutation und berechne in Polynomialzeit die entstehenden Kosten).
Zum Nachweis der NP-Harte wollen wir das Minimum Linear Arrangement Problem
reduzieren, also zeigen, dass es eine Polynomialzeitreduktion MINLA <p MIBS gibt.

Sei also eine Instanz (G = (V, E),C) mit V = {0,...,n— 1}, E C {{u,w}|u,w € V}
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mit |E| =:m und C' € N von MINLA gegeben. Wir konstruieren nun einen gerichteten
Graphen G' = (V', E') wie folgt:

V/I:VUEUD, EII:E[UED

Zur Bestimmung der Knotenmenge D setzen wir

und definieren hiermit
s—deg(v)

D= U {ds}

veV =0

so dass DN (EUV) =0 gilt. D ist also die Menge der Dummy-Knoten geméfl unserer
obigen Uberlegungen.

Die Kantenmengen E;, Ep setzen sich wie folgt zusammen:

Er = {(u,{u,v}), (v, {u,o})|{u,v} e E} CV x E

s—deg(v)

Ep:=|J E, mit E, := U {(v,dy;)}

veV

E; liefert uns also fiir jeden Knoten v € V ein Paar eingehender Kanten, welche die
Kosten in unserer MiBs-Instanz verursachen. Ep erweitert fiir jeden Knoten v € V die
Menge seiner ausgehenden Kanten auf den konstanten Wert s + 1 (Dummy-Kanten),
was flir unsere spéatere Kostenabschatzung benotigt wird. Fiir die Anzahl der Dummy-
Knoten und -Kanten gilt hiermit:

ID| =|Ep| = ) (s—deg(v)+1)=n-(s+1)— Y degg(v) =n-(s+1)—2m

veV veV

Fiir die Gesamtanzahl der Knoten und Kanten folgt hieraus:

V| = n+m+n-(s+1)—2m=n-(s+2)—
E'| = 2m+n-(s+1)—2m=n-(s+1)

Wir setzen
=(C—-m)-(s+1)+s
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und behaupten

dn:V —{0,...,n — 1} bijektiv mit LA,(G) < C
— (4.1)
Jo: ' —{0,...,n-(s+1) — 1} bijektiv und kompakt mit
S(Ge)<B

Hierbei bezeichnet S(G’, ) die Kosten von G’ geméf Definition 2.3.
(,=*). Sei eine bijektive Abbildung 7 : V. — {0,...,n—1} mit LA, (G) < C gegeben.
Fir v € V setze
Vi(v) = {u € V|r(u) < n(v), {u,v} € F}
Vr(v) :=={w € V|r(w) > 7(v), {v,w} € F}
VL (v) ist also die Menge der linken Nachbarn von v bzgl. 7w, V(i) die der rechten Nach-

barn. Fiir einen Knoten v € V konnen wir nun mittels dieser Mengen seine ausgehenden
Kanten aus FE; zerlegen in

Er(v) == |J {@(ww)} (Ev)]=:1) (4.2)

weVR(v)
Ep(w) = |J {(,(w0)} (Er()|=:r) (4.3)
weVr (v)
Es folgt
[Vr(v)| =1, und |V (v)| =7, (4.4)

l, bzw. r, gibt also an, wie oft ein Knoten v linker bzw. rechter Nachbarknoten ist.
Obige Mengen E, Eg definieren nun gerade die Links- und Rechtskanten geméafl unserer
Vortiberlegungen. Hiermit sind wir in der Lage, eine bijektive und kompakte Abbildung

p: B —{0,....,n-(s+1)—1}

zu definieren, welche den folgenden Bedingungen geniigt:

o(Eg(v)) = U {r(v)-n-(s+1)+i} (4.5)

ly—1

p(EL(v)) = U{(W(U)Jrl)'n' (s+1)—1—1} (4.6)

s—deg(v

o(B,) = U {w +1) + 7, +i} (4.7)
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Wir miissen zeigen, dass unter diesen Bedingungen tatséchlich eine bijektive Abbildung
definiert werden kann. Hierzu ist es hinreichend, die folgende Gleichheitskette zu bewei-
sen:

|Er(v) U EL(v) U E,|
= |p(Er())| + [p(EL(v))] + |¢(E,)]
= |e(Er(v)) + w(EL(v)) + »(E,)]

Aus der Konstruktion unserer Kantenmengen folgt |Er(v) U Er(v) U E,| = s+ 1. Da-
mit ergibt sich die erste Gleichheit unmittelbar aus der Definition von ¢, denn es gilt
Ty + 1, + s —deg(v) + 1 = s + 1. Zum Nachweis der zweiten Gleichheit bemerken wir,
dass die drei Bildmengen paarweise disjunkt sind.

Wie eine Abbildung ¢ unter diesen Voraussetzungen nun konkret aussieht, ist hier nicht
von Bedeutung. Zur Berechnung der Kosten von G’ bzgl. ¢ stellen wir folgende Uber-
legungen an. Zunéachst erinnern wir uns, dass sich die Knotenmenge V' von G’ gerade
durch V U F'U D zusammensetzt. Fiir Knoten aus D und V' entstehen iiberhaupt keine
Kosten, denn diese besitzen nur eine einzige eingehende Kante (D) oder nur ausgehende
Kanten (V). Die Kosten C der Kantenmenge E' lassen sich wie folgt berechnen:

D S MR 3

vEV e€ER(v) veV e’eEr (v)
= D [ D eer- D> )
veV \ecERr(v) e’€ErL(v)
ro—1
(4.5),(4.6) vGZV (; ((w(v) - n- (s +1)) +1)
ly—1

2 ((W(U)+1)-n-(8+1)—1—j)>

- ro—1 l—1
— 3 (S - Srt 1)
veV \ i=0 =0
ro—1 ly—1
+>° (ZH—Z(]’+1))
veV \i=0  j=0
= n-(s+1)-Z(m-w(v)—lv-(ﬂ(v)—l—l))
veV
+> (Z i+ Z j+1 )
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Wir setzen nun

veV 1=0 j=1
¢ = mo(s+1)- Y (ry-w(v) =L (r(v) +1))
veV
und zeigen
degq(v)
1. 01<S—Z Z 7 und
veV =0

2.co=(C—m)-n-(s+1)

Hieraus folgt dann unmittelbar die Implikation ,,==“ unserer Behauptung (4.1). Fiir
den ersten Punkt benutzen wir die Abschatzung

ry—1 ly+ry—1 lo+7y

INEDIRED I

i=ly+1
und erhalten

ly+ry ly—1 lo+7y deg(v)
C1§Z<Zi+2(]’+1> ZZZ—ZZZ—S

i=ly+1 =0 VeV i=0 VeV =0
Fiir Punkt 2 ist folgende Gleichheit zu zeigen

ne(s+1)-> (ry-mw) =L (7(v) +1)) = (C—m) -n-(s+1),

veV
nach Vereinfachung unter Beachtung von C' = LA, (G) also
LA(G) =) (ro-7(w) = I~ (w(v) + 1)) +m (4.8)
veV

Rechter Hand ergibt sich nach Ausmultiplizieren der [, unter Berticksichtigung der Iden-
titat Z’UGV ll =m
D (ro-m) = Lw@) =D Litm=> ry-w(w) = > L-w(v) (4.9)
veV veV veV veV

Linker Hand greifen wir zur Berechnung der Kosten auf die Mengen Vy (v) linker Nach-
barknoten von v zuriick, womit sich die Kosten wie folgt berechnen lassen:

> D (w(v) —w(w)

veEV ueVr (v)

D ILSLIOED IO DI

veV veV ueVr (v)
= er-wv —Zlv-ﬁv (4.10)
) veV veV

34



4 NP-Vollstandigkeit

Fiir (%) miissen wir uns noch von der Gleichheit

Z Z m(u) = Zl” - m(v)

veV ueVr (v) veV

iiberzeugen. Um diese einzusehen, schauen wir uns zunéachst die linke Seite der Gleichung
an. Fiir jeden Knoten v € V gehen die Positionen 7(u) aller seiner linken Nachbarknoten
u in die Summe ein. Dies bedeutet aber fiir einen Knoten u, dass dieser so oft beriicksich-
tigt wird, wie er linker Nachbar eines Knotens v € V ist. Diese Anzahl ist aber gerade
durch die Anzahl [; seiner rechten Nachbarn gegeben, woraus die zu zeigende Gleichheit
resultiert. Mit 4.9 und 4.10 haben wir also die Gleichheit in 4.8 bewiesen.

(,<="). Sei nun eine Nummerierung der Kanten durch ¢ : £/ — {0,...,n - (s +
1) — 1} mit Kosten S(G,¢) < (C' —m) - (s+ 1) + s gegeben. Wir miissen zeigen, dass
es eine Knotenanordnung 7 : V. — {0,...,n — 1} gibt, welche LA, (G) < C erfiillt.
Hierzu gehen wir zunachst davon aus, dass die Abbildung ¢ unsere obigen Bedingungen
4.5 bis 4.7 an eine Kantennummierung erfiillt. Aufgrund der Konstruktion von ¢ und
unseren Uberlegungen im ersten Teil des Beweises konnen wir sofort auf die Existenz
einer Knotenanordnung 7 : V' — {0,...,n — 1} schlieen, welche LA, (G) < C' erfiillt.
Hierzu setzen wir fiir alle v € V'

() = min{ (v, u)|(v,u) € E’}.
s+1

Falls ¢ obige Anforderungen nicht erfiillt, so erhalten wir durch entsprechende Umnum-
merierungen der Kanten eine Abbildung ¢’ : £ — {0,...,n-(s+1) — 1}, welche diese
erfiillt. Da eine solche Anordnung geringere Kosten hat, erhalten wir mittels dieser (, erst
recht“) eine gewiinschte Knotenanordnung 7. O]

Abschlieend wollen wir uns den Beweis noch an einem etwas komplexeren Beispiel
verdeutlichen.

4.2.3 Ein komplexeres Beispiel

Gegeben sei folgende Instanz eines Minimum-Linear- Arrangement-Problems:
G = (V,E) mit
vV =4{0,1,2,3,4,5}
E = {{0,3},{1,2},{1,5},{2,3}.{2,4},{3,5}}
C=13

In Abbildung 4.10 ist der Graph dargestellt. Wir wollen zeigen, wie wir ausgehend von
einer Knotenanordnung eine Kantennummerierung mit den gewiinschten Kosten finden.
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Abbildung 4.10: Instanz eines MinLLA Problems mit den Kosten 13

Als lineare Anordnung der Knoten gentigt hier die Identitdtsabbildung (7 := idy), da
sie Kosten von 13 (< (') hat.

In folgender Tabelle sind die Grade der Knoten von G dargestellt:

Knoten 0
1

4 5
Grad 1 2

1 2 3
2 3 3

Hiermit kénnen wir nun die obere Abschétzung s fiir die internen Kosten berechnen:

s=0+1)+0+1+2)+0+1+2+3)+(0+14+24+3)+(0+1)+(0+1+2) =20
S e ¥y X T ¥

Nun konstruieren wir geméafi obigen Beweises eine Instanz G' = (V/, E’) eines MiBs-
Problems mit Kosten kleiner oder gleich (C'—m)-(s+1)+s = (13—-7)-21+ 20 = 167.

Die Knotenmenge V' setzt sich aus den Knoten und Kanten von G und den Dummy-
Knoten zusammen. Hierbei ist die Anzahl der Dummy-Knoten fiir einen Knoten v ge-
geben durch s — deg(v) + 1. Es gilt also

V'={0,1,2,3,4,5} U {{0,3},{1,2},{1,5},{2,3},{2,4},{3,5} } U D,
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4 NP-Vollstandigkeit

wobei die Menge der Dummy-Knoten gegeben ist durch

D= {d0,0a s 7d0,19}

U {dio,...,d118}
U {d2o,...,d217}
U {dso,...,ds17}
U {dao,...,ds19}

U {dsp,...,ds1s8}

Die Kantenmenge E’ setzt sich aus den beiden Mengen E; und Ep zusammen, wobei
sich E; gemafl obiger Konstruktionsvorschrift wie folgt zusammensetzt:

Er:={(0,{0,3}),(3,{0,3})}
{(1,{1,2}), (2,{1,2})}
U{(1,{1,5}), (5:{1,5})}
U{(2:{2,3}), (5,{2,3})}
{( )
)

)
)
)
)

Y

2,{2,4}), (4,{2,4})}
U{(3,{3,5}),(5,{3,5})}
Diese erweitern wir nun mittels der Kantenmenge Ep um die entsprechenden Dummy-

Kanten, so dass die Knoten aus V' einen konstanten Ausgangsgrad von s+ 1 = 21 haben.
Eine Darstellung des so konstruierten Graphen findet sich in Abbildung 4.11.

— — ' N
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Abbildung 4.11: Zu G konstruiertes MIBS-Problem
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Hier haben wir bereits eine Klassifizierung der Kanten in Linkskanten (L) und Rechts-
kanten (R) vorgenommen, die uns direkt eine optimale Nummerierung liefert, wie sie in
Abbildung 4.12 zu finden ist.

Die Kosten dieser Probleminstanz berechnen sich nun also zu

S(G,0) =43+ 1465+ 2+ 23 + 23 = 157
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20, 63 ) \ e
‘ T4 a2 40 105 61
» A 4
{1,2} {1,5} {2,3}
[1] [65] [2]

Abbildung 4.12: G’ mit Kantennummerierung ¢ und lokalen Bandbreiten der Knoten

Wir haben also tatsachlich eine Nummerierung der Kanten mit Kosten kleiner gleich
167 gefunden.
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5 Algorithmen

In diesem Kapitel wollen wir Algorithmen vorstellen, mit denen wir die Kosten eines
gegebenen Graphen reduzieren konnen. Wie bereits gezeigt, haben wir es hier allerdings
mit einem NP-harten Problem zu tun. Wir konnen also keineswegs erhoffen oder gar
erwarten, in akzeptabler Zeit optimale Losungen zu finden. Was wir demzufolge brauchen
sind heuristische Verfahren, mit denen wir eine optimale Losung im Sinne der obigen
Kostendefinition moglichst gut annédhern konnen. Doch was soll dieses ,,moglichst gut
tiberhaupt bedeuten? Um dies zumindest im Ansatz klaren zu kénnen stellen wir zum
Schlufl noch ein exaktes Verfahren vor, welches uns dann die tatsachlich optimale Losung
liefert. Dies ist jedoch aufgrund der Schwere des Problems leider nur fiir relativ kleine
Graphen moglich.

Wie bereits dargelegt, haben wir das Problem in zwei seperate Teilprobleme zerlegt, der
externen Umordnung (der Kantenblécke) und der internen Umordnung (der Kanten).
Diese werden wir auch - mit Ausnahme bei der vollstdndigen Suche - getrennt 16sen.
Auch wenn spéter die externe Umordnung der internen vorausgeht, wollen wir hier mit
der Beschreibung letzterer beginnen, da wir hierauf nachfolgend noch Bezug nehmen
werden.

5.1 Interne Kantenordnung

In diesem Abschnitt gehen wir von einer festen Anordnung der Knoten aus, wie sie bei-
spielsweise mit spater noch vorgestellten Algorithmen berechnet worden ist. Unter dieser
Voraussetzung wollen wir nun versuchen, die interne Anordnung der Kanten zu optimie-
ren. Hierzu klassifizieren wir die Kanten eines Graphen G gemafl folgender Gruppen
(vgl. Definition 3.4):

Start-Kanten Menge aller minimalen eingehenden Kanten von G
End-Kanten Menge aller maximalen eingehenden Kanten von G

Zwischen-Kanten Menge aller Kanten, die weder Start- noch End-Kanten sind

Schauen wir uns hierzu einen Bandbreiten-Graphen an:
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Zwischen-

Start-Kanten End-Kanten

[\ |\
OKIEIE] ;- 567 8 910

Abbildung 5.1: Klassifizierung der Kanten eines Bandbreiten-Graphen

Nun ist es ja unser Ziel, die Lange der Pfade (also die Summe iiber die Léngen aller
Kanten des Pfades) zu minimieren. Hieraus ergibt sich unmittelbar, dass wir

1. Start-Kanten moglichst weit rechts, und
2. End-Kanten moglichst weit links

innerhalb eines Knotens platzieren. Die Positionierung der Zwischen-Kanten ist vollig
irrelevant, da stets die gesamte Knotenlange zu den Gesamtkosten beitragt. Aufgrund
der Regeln 1 und 2 ergibt sich, dass wir

3. Zwischen-Kanten zwischen Start- und End-Kanten

platzieren sollten. Weiterhin sind allerdings noch Self-Loops zu berticksichtigen. Diese
entstehen, falls der Ausgangsgraph parallele Kanten besitzt. Hierbei betrachten wir nun
die Anzahl der Self-Loops, die mit einer Kante zusammenhangen. Geméafl dieser Anzahl
sortieren wir bei den End-Kanten aufsteigend, bei den Start-Kanten absteigend. Dies
erghit sich einfach aus der Tatsache, dass wir jeweils moglichst wenig Self-Loops tiber-
springen wollen. Bei den Zwischen-Kanten spielen auch Self-Loops keine Rolle. Insgesamt
ergibt sich nun folgendes Bild fiir die Platzierungen der Kanten:

Start- Zwischen- End-

Kanten Kanten Kanten
#Selfloops’ (#Selfloops

Abbildung 5.2: Optimale interne Kantenanordnung

Hieraus resultiert Algorithmus 5.1. Der besseren Darstellbarkeit halber verzichten wir
hier auf eine Behandlung der Self-Loops und verweisen nur auf unsere Uberlegungen.
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5 Algorithmen

Listing 5.1: Interne Ordnung der Kanten

Ve
Eingabe: Gerichteter Graph G=(V,E), V={0,...,n—1}, Anordnung der Knoten m € Sy
Ausgabe: Kantenfeld offset (indiziert mit Kanten e€ E)

offstle]l] enthdlt den optimalen offset der Kante e bzgl. 7

*/
foreach_node v eV
do
next_left := 0;
next_right := len(v) — 1;
foreach_edge (u,v) € G
do
e := (u,v);
if "e ist Start-Kante" then
do
offset[e]| := next_left;
next_left := next_left + 1;
od
if "e ist End-Kante" then
do
offset[e]| := next_right;
next_right := next_right — 1;
od
else do
inside := inside U {e};
od
od
foreach e € inside
do
offset[e] := next_left;
next_left := next_left 4+ 1;
od;

Intuitiv sollte klar sein, dass die hierdurch erzeugte Kantenanordnung optimal ist. Auf
einen formalen Beweis wollen wir deshalb an dieser Stelle verzichten.

Wir kommen nun zu den Algorithmen, die sich mit der Umordnung der Knoten beschafti-
gen.

5.2 Greedy-Algorithmus

Zu Beginn wollen wir einen einfachen Greedy-Algorithmus vorstellen. Hierbei konstru-
ieren wir unseren Graphen sukzessive durch Hinzunahme einzelner Knoten. Fiir einen
hinzuzufiigenden Knoten wahlen wir jeweils eine giiltige Position, welche minimale Ge-
samtkosten verursacht.

Sei nun also G = (V, E) unser Ausgangsgraph, aus dem wir sukzessive unseren Band-
breiten-Graphen S konstruieren. Es gelte V' = {1,...,n}, outedges(i) = {e;1,...€ix },
i=0,...,n—1 (also k; = outdeg(7)).
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5 Algorithmen

Der folgende Algorithmus liefert eine Ordnung der Knoten gemafit oben skizzierter

Greedy-Strategie.
Listing 5.2: Greedy Algorithmus

s = 0;
for i = 0 to n—1
do
P[i] := i;
V(S) := V(S) U {vi} // erweitere Knotenmenge von S, sei V(i) := v;
for j =1 to k; do
E(S) := E(8) U {eyj} // erweitere Kantenmenge von S
// Finde ginstigste Position fir Knoten v;
min_cost = cost(S);
min_pos = P[i];
for j =1 to i
do
Dekrementiere Knoten wv;;
Aktualisiere P gem&B Definition 3.8;
Aktualisiere Kantenverkettung von S;
if (cost(S) < min_cost) then
do
min_pos = P[i];
min_cost = cost(S);
od
od
// Bewege Knoten v; an ginstigste Position min_pos
for kx = 1 to min_pos (k > 1)
do
Inkrementiere Knoten v;;
Aktualisiere P gem&B Definition 3.8;
Aktualisiere Kantenverkettung;
od
od

Wir wollen nun die Laufzeit des vorgestellten Algortihmus analysieren. Wie man leicht
sieht, wird diese Laufzeit dominiert von der for-Schleife in den Zeilen 12-22. Das De-
krementieren des Knotens v; wird bestimmt durch die Neuverkettung der Kanten. Diese
bendtigt Zeit O(outdeg(v;) + outdeg(pred(v;))). Hiermit ergibt sich als Gesamtlaufzeit
fiir die Schleife

i—1 i—1
O(Z outdeg(v;) + outdeg(vj)> = O(i -outdeg(v;) + Z outdeg(vj))
j=0 Jj=0

Insgesamt ergibt sich damit als Laufzeit also
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n—1 (z -outdeg(v;) + i outdeg(vj)>)

i=0 Jj=0
1

(

~0 (ni(@ outdes(v)) + i i outdeg(w))
(
(

i=0 i=0 j=0
1

(n - outdeg(v;)) + i: z_: outdeg(vj))

i=0 =0 7=0

1

; (outdeg(v;)) + i m)

1=0 i=0

5.3 lteration nach dem arithmetischen Mittel

Nachteilig an vorigem Algorithmus ist seine schlechte Laufzeit. Fiir jeden Knoten werden
alle moglichen Positionen durchprobiert. Dies wollen wir in diesem Abschnitt andern.
Doch wenn wir nicht mehr alle Positionen durchprobieren diirfen, wohin verschieben
wir den Knoten dann? Wir formulieren als grobes Ziel, dass wir die Kanten auf allen
Ebenen méglichst dicht zusammenfiihren wollen. Hierzu miissen wir die entsprechenden
Knoten irgendwie bzgl. ihrer Kanten bewegen. Als Kriterium wahlen wir hierfiir das
arithmetische Mittel der Langen aller nach rechts und links fithrenden Kanten. Erstere
werden hierbei positiv, letztere negativ bewertet.

Schauen wir uns zunachst an, wie wir das arithmetische Mittel berechnen.

Listing 5.3: Arithmetic Mean

arithmetic_mean(node v_i)

{
for j =0 to k;
do
target = target(e;;);
dist = pos(target) — pos(v;);
dist_sum = dist_sum 4 dist;
od
return (dist_sum / k;);
}

Nun miissen wir noch kliren, wie wir mit Hilfe dieses Mittelwertes eine giiltige Plat-
zierung P in eine giltige Platzierung P’ tberfiihren. Seien hierzu G = (V| E) mit
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V ={vo,...,v,—1} und eine giiltige Platzierung pos : V. — Z von V' gegeben. Betrach-
ten wir den Fall, dass wir den Knoten v; € V um ,etwa“ d > 0 nach rechts verschieben
wollen. Eine Verschiebung um ¢ < 0 ist vollig symmetrisch und wird hier nicht weiter
behandelt.

Zunachst definieren wir die Menge
U = {v; € V|pos(v;) < pos(v;) < pos(v;) + 0}
der zwischen der Start- und der Zielposition von v; liegenden Knoten. Weiterhin seien
Umax € U mit Yu € U, u # Upax U < Umax

das Maximum bzgl. der Position und
§:= Z len(u)
die Summe der Knotenlangen dieser Menge. Hiermit bestimmen wir nun

U] falls § — 5 > len(ucclimn))
|U|‘|‘1 faHS(S—sSW’

die Anzahl der auszufiihrenden Inkrement-Operationen fiir den Knoten v. Abbildung 5.3
soll die Situation verdeutlichen.

g
[ wo vi v2 vi val wvs | [w [ v ] v [wu v |
(; 5 7 10 11 (; ‘2 1‘1 ‘7 ; 1‘1
(a) Vor der Verschiebung (b) Nach der Verschiebung

Abbildung 5.3: move node(v1,7)

Betrachten wir zunéichst die Ausgangssituation in 5.3(a). Der Knoten v1 soll um 7 Ein-
heiten nach rechts verschoben werden. Diese Distanz ist ab dem Nachfolger v2 schwarz
markiert. Die vollstandig abgedeckten Knoten sind gerade diejenigen der Menge U, wo-
bei gilt vy = v4. Der Knoten v5 ist nur zu einem Drittel markiert. Schauen wir uns
hierzu die Definition von m an. Da dieser Knoten nicht mindestens zur Halfte abgedeckt
ist, findet hier keine weitere Inkrement-Operation fiir vi mehr statt, die neue Position
ist also vor v5, wie in 5.3(b) dargestellt.

Mit diesen Grundlagen konnen wir nun folgenden Algorithmus formulieren. Wir be-
schranken uns wieder auf eine Verschiebung nach rechts.

Listing 5.4: Move Node

1| move_node (v, delta)

2
3

{
m = 0;
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if (delta > 0) then

do
u = v,
total_move := 0;
while (total_move + len(succ(u)) < delta)
do
m:=m+ 1;
u := succ(u);
total_move += len(u);

od

if (delta — total_move > length(succ(u)) / 2) then
m:=m + 1;

}

// Fall (delta < 0) symmetrisch

move_node_to_rank (v, rank(v) + m);

Jetzt haben wir alles fiir unseren iterativen Algorthmus nach dem arithmetischen Mittel
beisammen.

Listing 5.5: Arithmetic Mean Iteration

for (int r = 0; r < rounds; r++)

{
foreach_node (v, G)
do
med = arithmetic_mean(v);
G.move_node (v, med);
od
}

Es bleibt zu klaren, wie wir die Anzahl der Runden bestimmen sollen. Wir kénnten
versuchen, experimentell einen geeigneten Wert zu finden. Ein anderer Ansatz besteht
darin, einen Knoten nur dann zu verschieben, wenn damit eine echte Verbesserung erzielt
wird. Dies hat zur Folge, dass das Verfahren zwangslaufig konvergiert. Hierbei 1a3t sich
die Konvergenz einfach dadurch feststellen, dass in einem kompletten Durchlauf keine
Knotenverschiebung mehr stattfindet.

5.4 Dynamische Programmierung

Wie in der Einfiihrung angekiindigt, wollen wir nun noch ein exaktes Verfahren vor-
stellen, mit dem wir die tatsidchlich beste Losung berechnen kénnen. Eine leichte Ab-
wandlung dieses Verfahrens liefert uns dann gleichzeitig die schlechteste Losung, was uns
eine Einordnung der zuvor vorgestellten Algorithmen ermoglicht. Doch wie finden wir
eine optimale Losung dieses NP-harten Problems? In einem naiven Ansatz konnten wir
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hergehen, und nacheinander fiir alle moglichen Permutationen der Knoten die Kosten
berechnen. Die Laufzeit wiirde jedoch fakultativ mit der Anzahl der Knoten n wachsen,
also nur durch ein O(n!) nach oben beschriankt sein. Wir wollen untersuchen, ob sich die
Laufzeit nicht wenigstens auf ein exponentielles Wachstum beschranken 1afit. Ein Blick
auf Tabelle 5.1 verdeutlicht den Gewinn durch ein solches Verfahren.

n n! 2m
10 3622880 1024
12 479001600 4096
14 87178291200 16384
16 20922789888000 65536
18 6402373705728000 262144

20 2432902008176640000 1048576
22 1124000727777607680000 4194304

Tabelle 5.1: Fakultatives vs. Exponentielles Wachstum

Beginnen wir mit einer Definition, auf welcher die Kernidee unseres Algorithmus ba-
siert.

Definition 5.1. Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph, = : V. — {0,...,n — 1} eine
Anordnung der Knoten und len : V. — N defniniert durch v — outdeg(v), v € V.
pos, sei die von m induzierte Platzierung von V' (vgl. Defintion 3.6). Fir alle v € V
setze m,, = min_neighbor(v), M, := max neighbor(v). Weiterhin sei eine Zerlegung
der Knotenmenge in L = {vg,...,v_1} und R = {v,...,v,—1} gegeben. Die lokalen
Ndaherungskosten von L bzgl. © sind definiert durch

approx_cost,. (G|L) : Z(pos (min{wv;_1, M, }) — pos, (min{v;_1, m,})
veV

(len(mm{vl 1, M,}) — len(min{vl_l,mv}))>.

l\DI»—t

Analog sind die lokalen Ndherungskosten von R bzgl. © definiert durch

approx_cost, (G|L) := Z(posﬂ(max{vl_l, M,}) — pos, (max{v,_1,m,})

veV

%(1en(max{vz 1, My}) — len(maX{w_hmv})))'

u 7(u) < 7r(u)

Hierbei gilt min{u, v} := min {u,v} := {
v sonst

Analog ist max definiert.
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Hiermit gilt der folgende, einfache

Satz 5.1. Seien ein gerichteter Graph G = (V, E), eine Anordnung der Knoten m :
V —{0,...,n — 1} und eine Zerlegung der Knotenmenge in L und R gegeben. Dann
qgilt:

approx_cost, (G) = approx_cost, (G|L) + approx_cost, (G| R)

Bewezs.

approx_cost, (G|L) 4 approx_cost (G|R)

= Z <pos,r(vl_1) + pos, (M,) — pos,(v;—1) — pos, (m,)

+ %(len(vl_l) + len(M,) — len(v;_1) — len(mv))>
= 3 (pos,(M,) — pos,(m,) + %(len(]\/[v) ~len(m,)))
veV

=approx_cost, (G)

Als Folgerung hieraus ergibt sich unmittelbar:

Folgerung. Die lokalen Ndherungskosten von L sind véllig unabhéngig von der Anord-
nung der Knoten in R.

Wie konnen wir uns dieses nun zu Nutze machen? Betrachten wir hierzu eine Teilmenge
der Knoten S C V, welche auf den Platzen {0,...,|S| — 1} angeordnet werden soll.
Ist eine solche Anordnung 7g bzgl. der lokalen Naherungskosten von S optimal, so ist
dies auch in globaler Hinsicht der Fall, was folgendes bedeutet: Haben wir eine optimale
Gesamtlosung, bei der eben diese Teilmenge S auf den Plitzen {0, .. ., |S|—1} angeordnet
wird, so konnen wir die Knoten von S auch geméfl pig anordnen, ohne dass sich an den
Gesamtkosten etwas andert.

Dies ist auch das Kernstiick unseres Algorithmus. Wir berechnen sukzessive fiir die ersten
i Platze (i = 1,...,|V]|) die optimale Anordnung einer i-elementigen Teilmenge von V.
Hierbei greifen wir jeweils auf die beste Anordnung der entsprechenden i —1 elementigen
Menge zuriick.
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Listing 5.6: Dynamisches Programmieren

Ve
Eingabe: Gerichteter Graph G=(V,E), V={0,...,n—1}
Ausgabe: Vektor ordering — enthdlt optimale Reihenfolge der Knoten.

Datenstruktur:

Felder cost und rightvtx, jeweils indiziert mit Knotenmengen S CV
cost[S] enthalt die (aktuell) optimalen Kosten von S
right vtx[S] enthdlt den rechtesten Knoten wvon S (an Stelle |S|—1)

2—dimensionales Feld outside, indiziert mit Knotenmengen S CV wund Knoten veV
outside[S,v] enthdlt Anzahl der eingehenden Kanten von v, welche nicht in S beginnen

*/

// Initialisierung
foreach SCV

do
cost [S] = oo;
foreach_node v €V do
outside [S,v] = indeg(v);
od
cost [0] = 0;

// Hauptschleife
for j = 0 to n—1
do
foreach ScCV, |S|=j
do
foreach_node uw e V\S
do
Berechne Kosten new_cost von SU{u};
if (new_cost < cost[SUwu]) then
do
cost [SU{u}] := new_cost;
right_vtx [SU{u}] = u;
foreach_node veV
do
if ((v,u) € E) then do
outside [SU{u},v] := outside[S,v] — 1;
else do
outside [SU{u},v] := outside[S,v];
od
fi
od
od
od

// Bestimme optimale Reihenfolge der Knoten
S = V;
for i = 0 to n—1
do
v = right_vtx(S);
ordering[i] = v

S = S—{v};

)

od

Es bleibt zu klaren, wie wir in Zeile 29 die neuen Kosten new_cost von S U {u} berech-
nen. Wir wollen kurz anmerken, dass wir uns mit Kosten hier auf die Liicken eingehender
Kanten beziehen (siehe auch Bemerkung zu Definition 2.2). Zur Berechnung dieser Ko-
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sten durchlaufen wir alle Knoten w € V' und unterscheiden jeweils sechs Falle.

S V-S-{u} S V-S-{u} S V-S-{u}
e . & BN I a—— L A e N e
X X X X X X
X X | X X X | X w | X X[ X
X X w X X X X
w X X X
X X | X X X | X X X | X
X X X
u u u
(a) Fall 1 (b) Fall 2a (c) Fall 2b
S V-S-{u} S V-S-{u} S V-S-{u}
. o e S N >4\
X X X X X X
w | X X | X X X | X w | X X | X
X X X X X X
X X X
X X[ X w | X X | X X X | X
X X X
u u
(d) Fall 2¢ (e) Fall 3a (f) Fall 3b

Abbildung 5.4: Fallunterscheidung fiir (u, w)

1. indeg(w) <1
Fiir maximal eine eingehende Kante entstehen keine Kosten.

2. indeg(w) > 1 und (u,w) € E
a) fv € S mit (v,w) € E

(u,w) ist also minimale eingehende Kante von w (Start-Kante). Die Kosten
ergeben sich aus den Uberlegungen in Abschnitt 5.1.

b) fv eV —(SU{i}) mit (v,w) € E
(u,w) ist also maximale eingehende Kante von w (End-Kante). Die Kosten
ergeben sich aus den Uberlegungen in Abschnitt 5.1.

c) Juy €S, v, € V= (SU{i}) mit (vy,w), (vg,w) € E

(u,w) ist also Zwischen-Kante von w. Die Kosten ergeben sich aus der Lange
von u. Da wir hier die Liicken betrachten, erh6hen sich selbige um len(u) — 1.

3. indeg(w) > 1 und (u,w) ¢ E
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a) Jv; € S, vy € V — (SU{w}) mit (v, w), (vg,w) € E
w hat also Nachbarknoten bzgl. eingehender Kanten, welche grofier bzw. klei-
ner als u sind. Damit erhéhen sich die Kosten um len(u).

b) Vv eV mit (v,w) € V gilt [ € S oder
Vo eV mit (v,w) € V gilt | € V — S w hat also nur Nachbarknoten bzgl.
eingehender Kanten, welche alle grole oder alle kleiner als v sind. Es entstehen
somit keine Kosten.

Wir wollen uns diese Falltunterscheidung am Beispiel der Adjazenzmatrixdarstellung
unseres Beispielgraphen G aus Abschnitt 3.1 in Abbildung 5.4 verdeutlichen. Es sei
daran erinnert, dass ein X in Spalte u und Zeile w fiir eine Kante (u,w) von G steht.

Es stellt sich schliellich die Frage, wie wir diese Félle in unserem Algorithmus unterschei-
den konnen. Fiir einen Knoten w € V ist dies moglich mit der Anzahl outside[S,w],
der auBerhalb von S beginnenden eingehenden Kanten von w.

Zum Beispiel ist eine Kante (u,w) € F genau dann die erste eingehende Kante von w,
wenn alle eingehenden Kanten von w auflerhalb der schon betrachteten Menge S begin-
nen, wenn also gilt outside[S,w] = indeg(w). Die weiteren Faille gehen aus Listing 5.7
hervor.

Listing 5.7: Berechnung der Kosten new_cost von S U {u}

© 0 N O U W N =

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

foreach_node weV
do
// Fall 1
if (indeg(w) < 1) then do continue;
// Fall 2
if ((u,w)€ E) then
do
// Fall 2a
if (outside[S,w] = indeg(w) then do
new_cost := new_cost 4 start_edge_cost;
start_edge_cost := start_edge_cost + 1;
od
// Fall 2b
else if (outside[S,w] = 0) then do
new_cost := new_cost 4 end_edge_cost;
end_edge_cost := end_edge_cost + 1;
od
// Fall 2¢
else do
new_cost := new_cost + len(u) — 1;
od
od
// Fall 8

else // (u,w) ¢ FE

do

20




31
32
33
34
35
36
37
38
39
40

od

od

5 Algorithmen

// Fall 3a

if (0 < outside[S,w] < indeg(w
new_cost := new_cost + len(u);

od

// Fall 8b

else do continue;

)) then do
u
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6 Experimente

In diesem Kapitel wollen wir die vorgestellten Algorithmen auswerten. Zum einen inter-
essiert uns hier natiirlich die (verbesserte) Bandbreitensumme. Konnten wir tatsichlich
eine signifikante Verbesserung erreichen? Wie unterscheidet sich der Gewinn bei unter-
schiedlichen Klassen von Graphen bzw. Netzwerken?

Unser primares Ziel war es jedoch nicht, diese Bandbreitensumme zu reduzieren, sondern
ein besseres Cache-Verhalten zu erreichen. Der Frage, ob und inwieweit wir auch dieses
Ziel erreichen konnten, werden wir durch weitere Experimente nachgehen.

6.1 Partiell vollstandige Max-Flow-Probleme

Wir stellen als erstes einen Generator vor, der uns spezielle Netzwerke mit zwei ver-
schiedenen Kantennummerierungen erzeugt. Eine ist beziiglich der Bandbreitensumme
besonders gut, die andere ist besonders schlecht. Schauen wir uns zunachst an, wie der
zugrundeliegende Graph G = (V, E) aussieht. Hierzu sei eine (n - m + 2)-elementige
Knotenmenge gegeben durch

m—1n—1

V = {S,t} U U U{’Uij}

i=0 j=0
Hierauf ist die Kantenmenge F := FE, U E, U E. U E,; definiert durch

Es = {(s,vi0)|0<i<m-—1}
(Vij,vij+1)|0<i<m—1,0<j <n-—2}
(

(

[
|

= A{
E. = {(vu)0<lLk<m-11#k0<j<n-1}

= { Ui,n—ht)’O S Z S m — 1}
Wir konnen uns die Knoten des Graphen (ohne s und ¢) also in einer n x m-Matrix
angeordnet vorstellen. Innerhalb der Zeilen sind die Knoten durch ausgehende Kanten
mit ihren jeweiligen rechten Nachbarn verbunden (E,). Die Spalten bilden vollstédndige

Teilgraphen (E,). Fiir ein Max-Flow-Netzwerk benttigen wir noch die beiden ausgezeich-
neten Knoten s und ¢, welche die Quelle bzw. Senke darstellen. s erhélt zu jedem Knoten
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6 Experimente

der ersten Spalte noch eine ausgehende Kante (FE;), entsprechend liefert jeder Knoten
der letzten Spalte eine zusétzliche eingehende Kante fiir ¢ (E;). Schliefllich versehen wir
die Kanten noch mit zufalligen Kapazitatswerten.

Um nun eine ,,gute“ Nummerierung zu erhalten, durchlaufen wir die Knoten des Graphen
spaltenweise und vergeben jeweils fortlaufende Nummern fiir die ausgehenden Kanten.
Eine zeilenweise Traversierung fiithrt zu einer entsprechend ,schlechten“ Nummerierung.
Wir wollen uns dies an einem Beispiel in Abbildung 6.1 verdeutlichen. Als Kosten haben
wir hier die Liicken der eingehenden Kanten gewahlt. Entsprechend sind in den Knoten
jeweils die Summen der Liicken eingehender Kanten eingetragen.

(b) Zeilenweise Kantennummerierung: Kosten 159

Abbildung 6.1: ,Gute“ und ,schlechte* Kantennummerierung eines 3 x 3-Netzwerkes

Tabelle 6.1 zeigt eine Ubersicht der hier verwendeten Netzwerke:
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6 Experimente

Name Nodes Edges Indeg Good Bad Random
mfl10x10 102 1010 9.90 12716 89990 83942
mf20x20 402 8020  19.95 220931 3039980 2915987
mf30x30 902 27030  29.97 1149646 23489970 22921314
mf40x40 1602 64040  39.98 3683861 99839960 97564392
mf50x50 2502 125050  49.98 9068576 306249950 300948283

mf100x100 10002 1000100  99.99 147524651 9899999900 9803196098
mf150x150 22502 3375150 149.99 750993226 75431249850 74946113833

Tabelle 6.1: Max-Flow-Netzwerke

Good und Bad bezeichnen hier die Kosten des entsprechenden Netzwerks mit spalten-
weiser bzw. zeilenweiser Nummerierung. Die Spalte Random enthélt die Kosten einer
zufélligen Kantennummerierung. Wir bemerken, dass sich diese sehr nahe an den Ko-
sten der schlechten Anordnung bewegen. Und je grofler das Netzwerk wird, desto geringer
wird die relative Abweichung.

Als erstes wollen wir nun unseren Greedy-Algorithmus anwenden. Diesen fiihren wir so-
wohl auf der schlechten Kantennummerierung aus, als auch auf einer zufalligen Permuta-
tion. Die Erbebnisse sind in den Tabellen 6.2 und 6.3 dargestellt. Hierbei gibt Orig Cost
die uspriinglichen Kosten der schlechten bzw. randomisierten Nummerierung und Imp
Cost die verbesserten Kosten nach unserem Greedy-Algorithmus an. Imp repréasentiert
die relative Verbesserung in Prozent. In der Spalte Time sind die Laufzeiten angebenen,
die unser Algorithmus bend6tigt hat. Samtliche Tests wurden auf einem Rechner mit einer
Intel Pentium 4 CPU mit 2.99 GHz Taktfrequenz und 2 GB Haupspeicher ausgefiihrt.

Name Nodes Edges Orig Cost Imp Cost Imp Time
mf10x10.bad 102 1010 89990 12636 85.96 0.02s
mf20x20.bad 402 8020 3039980 220571  92.74 0.06s
mf30x30.bad 902 27030 23489970 1148806 95.11 0.39s
mf40x40.bad 1602 64040 99839960 3682341 96.31 1.75s
mf50x50.bad 2502 125050 306249950 9066176 97.04 5.45s

mf100x100.bad 10002 1000100 9899999900 147514851 98.51  165.09s
mf150x150.bad 22502 3375150 75431249850 750971026 99.00 1265.00s

Tabelle 6.2: Greedy-Konstruktion auf schlechter Kantennummierung

Es féllt auf, dass der Algorithmus bei schlechter Ausgangsnummerierung bessere Ergeb-
nisse liefert als bei zuélliger (besserer) Ausgangsnummerierung,.

Im Folgenden wollen wir nun anhand eines Max-Flow-Algorithmus (MFS) untersuchen,
ob sich die deutlich verbesserte Bandbreite auch tatsachlich in einer verbesserten Laufzeit
widerspiegelt. Hierbei beschranken wir uns auf die beiden groflen Netzwerke, da die
Laufzeiten der kleineren zu gering und damit iiberhaupt nicht aussagekraftig sind. Die
Ergebnisse der Messungen sind in Tabelle 6.4 dargestellt.
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Name Nodes Edges Orig Cost Imp Cost Imp Time
mf 10_10.rnd 102 1010 82007 19991 75.62 0.02s
mf 20_20.rnd 402 8020 2868382 540720 81.15 0.09s
mf_30_30.rnd 902 27030 22899776 3578986 84.37 0.51s
mf_40_40.rnd 1602 64040 97798414 15276187 84.38 2.09s
mf_50_50.rnd 2502 125050 299311462 43071885 85.61 6.17s

mf 100.100.rnd 10002 1000100 9810878848 1287667770 86.88  178.80s
mf 150_.150.rnd 22502 3375150 74977430618 8252768640 88.99 1339.30s

Tabelle 6.3: Greedy-Konstruktion auf randomisierter Kantennummerierung

Name Bad Good Greedy (Bad) Greedy (Rnd)
mf 100100 0.17  0.09 0.09 0.09
mf 150_150 0.64  0.39 0.39 0.45

Tabelle 6.4: Laufzeiten MFS in s

Die Spalten Bad und Good zeigen die Laufzeiten des Max-Flow-Algorithmus auf den
entsprechend generierten Netzwerken. Greedy (Bad) und Greedy (Rnd) stellen die Lauf-
zeiten auf den durch den Greedy-Algorithmus verbesserten Ausgangsnetzwerken dar.
Wir sehen also, dass die gute Nummerierung des Generators gegeniiber der schlechten
zu einer um den Faktor 1,6 bis 1,9 verbesserten Laufzeit fiithrt. Gleiche Geschwindigkeits-
steigerungen konnten bei unseren optimierten Netzwerken erzielt werden, sofern diese
auf der schlechten Nummerierung gestartet sind. Basierend auf der zufalligen Kanten-
nummerierung konnte immerhin noch eine um den Faktor 1,8 bis 1,9 verbesserte Laufzeit
erzielt werden. Wir sehen also, dass mit der verbesserten Bandbreite auch tatsachlich
eine verbesserte Laufzeit einhergeht, welche auf eine effizientere Nutzung der Caches
zuriickzufiihren ist.

Nun wurde der hier vorgestellte Generator speziell fiir unsere Problematik konzipiert.
Im néchsten Abschnitt wollen wir Netzwerke heranziehen, die ihren Ursprung auflerhalb
dieses Kontextes haben und untersuchen, ob sich auch hier signifikante Verbesserungen
erzielen lassen.

6.2 Genrmf Generator

Fiir unsere nachsten Tests nutzen wir einen Generator, wie er von Goldfarb und Grigo-
riadis entwickelt wurde. Eine Beschreibung dieses Generators findet sich in ;A Compu-
tational Comparison of the Dinic and Network Simplex Methods for Maximum Flow “
[11]. Fiir weiterfithrende Informationen sei auch auf http://www.avglab.com/andrew/
CATS/maxflow_synthetic.htm verwiesen. Als Ausgangssituation dient hier eine zufalli-
ge Nummerierung der Kanten. Tabelle 6.2 stellt eine Ubersicht der verwendeten Netz-
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6 Experimente

werke dar.
Name Nodes Edges Indeg Rand
genrmf.128.1.rnd 16384 65024 3.97 635439394
genrmf.128.2.rnd 32768 146432 4.47 3032442298
genrmf.128.3.rnd 49152 227840 4.64 7199231471
genrmf.128.4.rnd 65536 309248 4.72 13119318950
genrmf.128.5.rnd 81920 390656 4.77 20828803678
genrmf.128.6.rnd 98304 472064 4.80 30332206807
genrmf.128.7.rnd 114688 553472 4.83 41523909029
genrmf.128.8.rnd 131072 634880 4.84 54624078440
genrmf.128.9.rnd 147456 716288 4.86 69354980601
genrmf.128.10.rnd 163840 797696 4.87 85854378635

Tabelle 6.5: Genrmi-Netzwerke

Unser Greedy-Algorithmus liefert die in Tabelle 6.6 zusammengefassten Ergebnisse.

Name Nodes Edges Orig Cost Imp Cost Imp Time
genrmf.128.1 16384 65024 635439394 221973067 65.07 57.69s
genrmf.128.2 32768 146432 3032442298 1478828006 51.23  297.86s
genrmf.128.3 49152 227840 7199231471 3796628806 47.26  721.86s
genrmf.128.4 65536 309248 13119318950 7104283290 45.85 1327.39s
genrmf.128.5 81920 390656 20828803678 11521420529 44.69 2119.17s
genrmf.128.6 98304 472064 30332206807 16964913971 44.07 3097.36s
genrmf.128.7 114688 553472 41523909029 23481478020 43.45 4257.81s
genrmf.128.8 131072 634880 54624078440 31056146951 43.15 5604.56s
genrmf.128.9 147456 716288 69354980601 39521084016 43.02 7132.08s
genrmf.128.10 163840 797696 85854378635 49344918441 42.52 8849.84s

Tabelle 6.6: Greedy-Konstruktion

Wir sehen, dass die Verbesserungen hier deutlich schlechter ausfallen als bei den Netz-
werken unseres ersten Generators. Weiterhin fallt auf, dass die erzielte Verbesserung mit
dem durchschnittlichen Eingangsgrad der Netzwerke korreliert.

Wie auch schon bei unserem ersten Generator wollen wir nun die Laufzeiten des Max-
Flow-Algorithmus untersuchen. Die Ergebnisse sind in Tabelle 6.7 dargestellt.

Wie aufgrund der geringeren Verbesserung der Bandbreitensumme zu erwarten war,
fallt auch der Geschwindigkeitszuwachs deutlich niedriger aus als bei den Netzwerken des
ersten Generators. Jedoch konnten wir auch hier durchschnittliche Leistungssteigerungen
von etwa 25% erzielen.
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Name Random Greedy Speedup
genrmf.128.3 2.32 1.71 1.36
genrmf.128.4 2.64 2.36 1.12
genrmf.128.5 3.25 2.77 1.17
genrmf.128.6 4.75 3.94 1.21
genrmf.128.7 6.19 4.83 1.28
genrmf.128.8 6.93 5.23 1.33
genrmf.128.9 7.92 6.38 1.24
genrmf.128.10 8.08 6.18 1.31

Tabelle 6.7: Laufzeiten MFS in s

6.3 Bewertung des Greedy-Algorithmus

In diesem Abschnitt wollen wir einen Eindruck von der Giite unseres Greedy-Algorithmus
gewinnen. Hierzu stellen wir eine Reihe zufalliger Graphen bereit, welche wir mit dem
Verfahren der dynamischen Programmierung tatsichlich optimieren werden. Eine Ab-
wandlung dieses Verfahrens liefert uns gleichzeitig die schlechtest mogliche Bandbreiten-
summe. Aufgrund der exponentiellen Laufzeit miissen wir uns hierbei jedoch auf sehr
kleine Graphen beschranken. Bereits bei einer Knotenanzahl von 20 erreichen wir die
Grenze des praktisch berechenbaren. Die Ergebnisse unserer Experimente finden sich in
Tabelle 6.8.

Name Nodes Edges Min Orig Max Greedy ImpO ImpG

rnd_20_10 20 10 0 6 14 0 100.00 100.00
rnd_20-20 20 20 2 48 7 2 9740  95.83
rnd_20_30 20 30 16 140 184 30 91.30  78.57
rnd_20_40 20 40 40 218 293 72 86.35  66.97
rnd_20_50 20 20 80 369 483 111 8344  69.92
rnd_20-60 20 60 197 515 654 244 69.88  52.62
rnd-20_70 20 70 318 679 874 371 63.62  45.36
rnd_20_80 20 80 471 858 1087 554  56.67  35.43
rnd_20-90 20 90 648 1121 1270 789 4898  29.62
rnd_20-100 20 100 806 1310 1507 992  46.52  24.27
rnd_20-110 20 110 908 1407 1624 1071 44.09  23.88
rnd-20-120 20 120 1034 1596 1801 1194 4259  25.19
rnd_20-130 20 130 1274 1835 1986 1476  35.85  19.56
rnd_20_140 20 140 1411 2063 2268 1659  37.79  19.58
rnd_20_150 20 150 1652 2299 2461 1743 32.87  24.18

Tabelle 6.8: Vergleich der Ergebnisse des Greedy-Algorithmus mit Optimum

Die Spalten Min und Maz geben hier die Kosten der jeweils besten bzw. schlechtesten
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Kantennummierung an. Orig und Greedy bezeichnen die Kosten des (zufélligen) Aus-
gangsgraphen bzw. des durch den Greedy-Algorithmus verbesserten Ergebnisgraphen.
Die letzten beiden Spalten geben die entsprechenden prozentualen Verbesserungen an.
Abgesehen von den Graphen mit durschnittlichen Eingangsgraden bis drei erreichen wir
mit unserem Greedy-Algorithmus eine Verbesserung, die etwa 15 bis 20 Prozent schlech-
ter als das Optimum ist.

Desweiteren zeigt die Tabelle sehr deutlich, wie sehr die Optimierungsmoglichkeiten,
zumindest bei zufilligen Graphen, mit zunehmenden Eingangsgrad der Knoten abneh-
men.

6.4 lteration nach dem arithmetischen Mittel

In diesem Abschnitt wollen wir kurz die entsprechenden Ergebnisse unseres zweiten heu-
ristischen Verfahrens zusammenfassen. Wir haben dieses bisher vollig auler Acht gelas-
sen, da es durchweg schlechtere Resultate erzielt als der Greedy-Algorithmus. Beispiel-
haft ist dies anhand dreier Max-Flow-Netzwerke unseres ersten Generators in Tabelle
6.9 dargestellt.

Name Bad ArithMean Imp Rounds Time
mf 50_50.bad 306372500 9307454  96.96 17 8.47s
mf 100_100.bad 9900990000 150091309 98.48 32 287.49s
mf_150_150.bad 75434602500 762512075 98.99 46 2282.73s

Tabelle 6.9: Arithmetic Mean Iteration

Rounds gibt hierbei die Runden an, die das Verfahren bis zur Konvergenz bendtigte.
Dies bedeutet, dass in der entsprechenden Rundenzahl keine Knotenverschiebung mehr
stattgefunden hat, da hiermit keine echte Verbesserung mehr erzielt werden konnte. Ein
Vergleich mit Tabelle 6.2 zeigt, dass dieses Verfahren sowohl beziiglich der verbesserten
Kosten, als auch in Bezug auf die Laufzeit schlechter ist als die Greedy-Konstruktion.

6.5 Fazit

Wir konnten mit unseren Experimenten nachweisen, dass mit einem Cache-berticksichti-
genden Speicherlayout von Graphen tatséchlich eine verbesserte Laufzeit von Algorith-
men erzielt werden kann. Am Beispiel eines Max-Flow-Algorithmus haben wir gesehen,
dass sich die Laufzeit nur aufgrund einer besseren Anordnung des Graphen im Speicher
annahernd halbieren lief.
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{ Zusammenfassung und Ausblick

Wir wollen noch einmal die wichtigsten Punkte unserer Arbeit zusammenfassen. Ge-
startet sind wir von einem gerichteten Graphen, der bzgl. seiner ausgehenden Kanten
kompakt im Speicher abgelegt ist. Unser Ziel war es nun, die eingehenden Kanten in
Hinblick auf ein besseres Cache-Verhalten umzuordnen. Auf Basis einer formalen Dar-
stellung unserer Ausgangssituation konnten wir dann prézise unser Ziel formulieren und
beweisen, dass das entsprechende Problem NP-vollstandig ist. Mit diesem Wissen ha-
ben wir uns dann auf die Suche nach Naherungsverfahren gemacht. Durch Experimen-
te konnte gezeigt werden, dass mit einer Verbesserung unseres Optimierungskriteriums
tatsachlich auch eine verbesserte Laufzeit entsprechender Algorithmen auf den Graphen
einherging. Naturgemafl konnten wir das Thema im Rahmen dieser Diplomarbeit nicht
erschopfend behandeln. So wollen wir die Arbeit mit der Benennung weiterer Aspekte
und Denkanstofle abschlieen, auf die wir hier nicht nédher eingehen konnten.

So haben wir zwar in der Arbeit die NP-Vollstandigkeit des Problems bewiesen, wie
aber sieht es aus, wenn wir uns auf spezielle Klassen von Graphen beschrinken? Gibt
es vielleicht effiziente Algorithmen, wenn wir die Graphen speziellen Einschriankungen
unterwerfen?

Desweiteren konnte man noch mal iiber unsere Kostenfunktion nachdenken, die es zu
minimieren galt. Mit der Bandbreiten-Summe eingehender Kanten haben wir zwar ein
Maf3 gefunden, welches sich auch in der Cache-Effizienz widerspiegelt, jedoch koénnte
man sich hier sicher noch , mehr“ vorstellen, also Kriterien, die in engerem Zusammen-
hang mit der Arbeitsweise der Caches stehen. Dariiber hinaus konnte man sich fragen,
ob man tiberhaupt an der Kompaktheit ausgehender Kanten festhalten sollte. Konnen
nicht vielleicht bessere Ergebnisse erzielt werden, wenn man diese aufgibt?

Der letzte Punkt betrifft die Algorithmen. Hier bieten sich sicher noch viele Ansatze,
denen man nachgehen konnte. Seien dies bekannte Heuristiken wie das ,,Hillclimbing“
oder ,,Simulated Annealing®“, die man hier anzuwenden versucht, oder auch véllig neue
(problemspezifische) Ideen. Ein anderer Ansatzpunkt ergibt sich, wenn wir uns noch
einmal die Ergebnisse unserer Experimente anschauen. Es hat sich gezeigt, dass es fiir
unseren Greedy-Algorithmus einen grofien Einflul hat, in welcher Reihenfolge wir die
Knoten unserem Graphen hinzufiigen. So waren die Ergebnisse deutlich besser, als wir
auf unserem ,,schlecht generierten* Netzwerk gestartet sind, als dies bei einer zufalligen
Permutation der Kantennummerierung der Fall war. Interessanterweise fiihrte hier eine
bessere Ausgangslage zu einem schlechteren Endergebnis. Man koénnte sich also Gedan-
ken um eine Vorsortierung der Knoten machen, auf welcher dann erst in einer zweiten
Phase der eigentliche Algorithmus ansetzt.
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7 Zusammentfassung und Ausblick

Sowohl mit der allgemeinen Problematik eines Cache-beriicksichtigenden Speicherlayouts
fiir Graphen, als auch mit dem hieraus entstandenen NP-vollstandigen Problem MIBS,
haben wir hier zwei Bereiche vorgestellt, welche nach unseren Recherchen noch relativ
unbeleuchtet sind und noch eine Menge Moglichkeiten zur Weiterentwicklung bieten.
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